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Über Dirichlet-Reihen mit Funktionalgleichung. ') 


Von Max Koecher aus Göttingen. 





Einleitung. Ergebnisse. 


Die Riemannsche Zetafunktion ist bisher auf zweierlei Weise verallgemeinert worden, 
einmal von Epstein auf mehrfache Summen, andererseits von Dedekind auf algebraische 
Zahlkörper und von Hey auf hyperkomplexe Systeme. Die vorliegende Arbeit beschäftigt 
sich in ihrem ersten Teil mit einer über die Epsteinsche Zetafunktion hinausgehenden 
Verallgemeinerung, die zuerst von Siegel ([5]/II, 400) in etwas anderer Form formuliert 
wurde. Ist &®) die Matrix einer positiven quadratischen Form, so definiert man die 
Epsteinsche Zetafunktion durch 

WEN TR. 

4(S, s) 2 z (g’Sg)*’ 

wobei die m-fache Summe über alle Gitterpunkte g (mit Ausnahme des Nullpunktes) des 

m-dimensionalen Raumes zu erstrecken ist. Die Theorie der quadratischen Formen legt 
nun nahe, die Reihe 


(1) (5, 5) = & |WSA|, m2n, 
R 


m 
Res>-—, 


zu untersuchen, bei der die Matrizen X” alle ganzen Matrizen vom Rang n durch- 
laufen, die sich nicht nur durch einen rechtsseitigen unimodularen Faktor unterscheiden. 
Die Reihe ist für Res> m/2 absolut konvergent und stellt daher in dieser Halbebene 
eine analytische Funktion in s dar. Wie in dem bekannten Fall n = 1 gelingt es auch hier, 
die Fortsetzbarkeit für alle komplexen s und eine Funktionalgleichung zu beweisen. Ist 
nämlich 


let.) 


0)  Rl&)=a Ts) r(s en )) “ rs I... 3) (6,5), 


2 2 
so gilt 


R.(&,s) = | & le”, 3) 


£n(&, s) ist in der ganzen Ebene bis auf eine endliche Anzahl von Polen erster Ordnung 
regulär. Eine Möglichkeit zum Beweis der Funktionalgleichung der Epsteinschen Zeta- 
funktion bildet die Integraldarstellung von R,(&, s) mit Hilfe einer Thetareihe. Diese 
Methode wird nun auf R„(&, s) übertragen werden, dabei wird als verbindende Integral- 
formel aber nicht die Integraldarstellung der Gammafunktion, sondern eine etwas all- 
gemeinere Formel von Siegel verwendet werden. Die Schwierigkeiten, die im Beweis im 
Unterschied zu n = 1 neu auftreten, können durch eine Induktion nach n behoben 


!) Die Arbeit wurde von der Math. Naturw. Fakultät der Universität Göttingen (D. 7) als Dissertation an- 
genommen. Berichterstatter: Prof. Dr. M. Deuring. 
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werden. Das liegt daran, daß die Residuen der Pole von R„(&, s) gleich R, (©, 3). 


0<r<n, sind. Im Beweis, zu dem die Reduktionstheorie der quadratischen Formen 
wertvolle Hilfsmittel liefert, ergibt sich fast ohne Rechnung die Formel von Minkowski 
für das’ Volumen des Raumes der positiven reduzierten Matrizen bis zur Determinanten- 
fläche |S | = 1. 

Es zeigt sich nun, daß die Methoden völlig ausreichen, die Heckesche Theorie ([9]) 
über den Zusammenhang zwischen Modulformen und Dirichlet-Reihen mit gewissen 
Funktionalgleichungen auf die von Siegel ([4]) eingeführten Modulformen n-ten Grades 
wenigstens in einer Richtung zu übertragen. Dasselbe Problem wurde in neuester Zeit 
von Maaß ([8]) für n = 2 behandelt, jedoch werden seine Methoden hier nicht verwendet. 
Aus der Fourier-Entwicklung einer Modulform n-ten Grades vom Gewicht k 


y(8) u” I Ed, 3=-3= 849, 9>0, iA) =D, 


bei der über alle halbganzen symmetrischen Matrizen T mit r’Tr > 0 zu summieren ist, 
entnimmt man die Koeffizienten für |T| + 0 und bildet 
a -. 4, _ AR) 
DA) = 2" Z am ||, aM) 7) 
Die Summation ist hier nur über ein volles System von nicht äquivalenten Matrizen zu 
erstrecken. E(T) bedeutet dabei die Anzahl der Einheiten von T. Bildet man nun A,(f; s) 
nach (2) mit D„(f; s) an Stelle von £,(&, s), so wird die Funktionalgleichung 
nk 

R,(f;s) = (— 1)” Rulf; k— s) 
bewiesen werden. Neue wesentliche Schwierigkeiten treten dabei nicht auf. Man hätte 
beide Fälle zusammen behandeln können, jedoch wäre dann die Schreibweise zu kom- 
pliziert geworden. Die zum ersten Fall analogen Teile des Beweises sind daher nur skizziert 
worden. 

Im Anschluß daran wird die Frage nach der Charakterisierung einer Modulform 
n-ten Grades durch die zugeordnete Dirichlet-Reihe behandelt. Man erhält im Gegensatz 
zur Heckeschen Theorie im allgemeinen Falle keine eineindeutige Zuordnung. 

Für wertvolle Hinweise bin ich Fräulein Professor Dr. Hel Braun zu großem Dank 
verpflichtet. 


$ 1. Matrizen. Einführung allgemeiner Zetafunktionen. 


Es werden zuerst einige Bezeichnungen zusammengestellt. Mit deutschen Buch- 
staben werden Matrizen bezeichnet, dabei sind kleine deutsche Buchstaben für Spalten 
vorbehalten. In A"” bedeuten die oberen Indizes, daß die Matrix X aus m Zeilen und n 
Spalten besteht. Ein oberer Index, A = A”, besagt, daß A eine quadratische Matrix von 
m Zeilen ist. Für Diagonalmatrizen steht die Abkürzung 


a, 0 
met Wr 
0 0 
mit € wird die Einheitsmatrix und mit N bzw. n eine Nullmatrix bzw. Nullspalte be- 


zeichnet. Die Schreibweise 
a A, 2 
B, (2). ( 
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gibt die Zerlegung einer Matrix in „Kästchen“. r(W) sei der Rang, | X | die Determinante, 
||A || ihr absoluter Betrag und o(X) die Spur der Matrix X: 


(A) = F au, wenn A = A” = (a,.). 
k 


Für die Spur gelten die Rechenregeln: 
oA +B) = (N) + co(B), (AB) = (BA), o(W) = o(N). 


Dabei bedeutet AB das Matrizenprodukt von A” mit B®-?, wobei die notwendige 
Voraussetzung n = p nicht immer besonders erwähnt wird. Mit W’ wird die transponierte 
und mit X” die inverse Matrix von X bezeichnet. Matrizen mit der Eigenschaft W’ = A 
heißen symmetrisch. X heißt ganz, wenn alle Elemente von X ganze rationale Zahlen sind. 
Ist U und U”! ganz, d.h. | U |= + 1, so heißt U unimodular, | U | = 1 wird als eigentlich 
unimodular bezeichnet. Die unimodularen Matrizen bilden bei Multiplikation eine Gruppe 
U„, die eigentlich unimodularen Matrizen eine Untergruppe V„ und die unimodularen 
Matrizen der Form: 

u, 8 


) U,e Un-r; Br ganz, 


eine Untergruppe U„(r)< Un. 

Zwei Matrizen A” und 8” heißen rechts (links) assoziiert, wenn eine Gleichung 
A = BU(N = BB) mit Ve U, (Be U,„) besteht und sie heißen r-valent, wenn A = WB 
mit We U„(r) gilt. Zur Abkürzung wird die Bezeichnung von Siegel Verwendung finden: 

S[A] = WA = [W] ©. 

Zwei symmetrische Matrizen & und T nennt man dann äquivalent, © —T, wenn 
S[U] = T mit unimodularem U erfüllbar ist. Ein volles System von nicht äquivalenten 
Matrizen wird stets mit {T} bezeichnet werden. Sind zwei unimodulare Matrizen r-valent, 


so stimmen sie in den letzten r Zeilen überein; man sieht leicht, daß von dieser Aussage 
die Umkehrung gilt. Es werden später folgende Hilfssätze über Matrizen benötigt: 


Hilfssatz 1. Zu jeder ganzen Matrix U gibt es zwei eigentlich unimodulare Matrizen 
%, und ®, mit 
DN 
NN 


undr=r(W). Bei <d,ld,:- |d, sind die d, eindeutig bestimmt. 
Einen Beweis dieses bekannten Satzes findet man etwa bei B. L. v. d. Waerden, 
Moderne Algebra, Band 2, Seite 108ff. 


Hilfssatz 2. Durchläuft A” ein volles System von nicht rechts assoziierten Matrizen 
vom Rang r und ® ein volles System von nicht r-valenten unimodularen Matrizen, so 
erhält man in 


(1.1) gm — (NR) YO, A, ganz, 


alle ganzen A vom Rang r genau einmal, m Zn. 


mn) — u” ) 4 Duld.:,&] 


Beweis. Ist r(W) = n, so ist nichts zu beweisen. Sei also r(WA) =r <n. Nach Hilfs- 
satz 1 kann man X sicher in der angegebenen Form mit ® aus U,„ schreiben und dabei 
ist r(XU,)=r. Für alle 8 aus U„(r) ergibt aber (1. 1) dieselbe Matrix W, wie man sich 
leicht ausrechnet. Da andererseits in jedem System von nicht r-valenten unimodularen 
Matrizen die Matrizen 


* %* 
(ai en. 
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vorkommen (denn r-valente Matrizen unterscheiden sich nur in den ersten n— r Zeilen), 
liefert (1.1) sicher alle verschiedenen ganzen Matrizen. Wären nun zwei Matrizen gleich, d.h. 
RL) B-— (RBB, RM) = (RB) U, U- BR = (1): 
3 4 
so würde U, =N,dar(®8,)=r,und U, = €, da W, und 8, nicht rechts assoziiert sind, 


folgen. Also 
B = UB, UeU,(r), 


und das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. 

Zur Formulierung eines weiteren Hilfssatzes möge die Abkürzung (N), ein volles 
System von nicht rechts assoziierten ganzen Matrizen X*” vom Rang r bedeuten. 
Dann gilt: 

Hilfssatz 3. Alle Elemente von (U) können in der Form 


gm _ [e € 
2) 1m (Ay),a> 0, 1hll> 0, 


geschrieben werden und ist B„(A) die Anzahl der X aus (WA), mit || A || = A, so gilt: 
But) = Zert Bu- (2), Bild) =1. 
aA a 
Beweis. Es sei W” = (a,,) und U” = (u,) aus U„. In der ersten Spalte von AU 

stehen dann die Elemente 

m 

= Zu, k=2,3,.:.,m. 
1=1 


Es gibt nun ein nichttriviales Lösungssystem z, von 
m 
Fan =, =23...,, 
I=1 


und wegen der Homogenität der Gleichungen kann man die x, teilerfremd wählen. Da 
dann die Spalte, die aus den Lösungen x, gebildet wird, zu einer unimodularen Matrix 
ergänzt werden kann, ist (1.2) bewiesen. Durch Induktion ergibt sich weiter, daß alle 
Elemente von (W)„ in Dreiecksform gewählt werden können. 

Man erhält nun alle Ve (W)„ genau einmal, wenn a die Zahlen 1,2,3,...,a’ ein 
volles Restsystem (mod a) und X, ein System (W,)m-ı durchläuft. Da die Anzahl der 
mod a inkongruenten Vektoren a’ = (4,5, @ıa, - - -, 4m) gleich a””" ist, folgt die Behaup- 
tung des Hilfssatzes. 

Ist © symmetrisch und © [r] > 0 für alle reellen r, so nennt man © positiv und 
schreibt S>0. Ist &>0, so ist |S|>0 und © kann in der Form = &X mit 
reellem &% geschrieben werden. Umgekehrt ist jedes S= && mit |X| +0 positiv. 
Das gilt auch noch für & = X”, sobald m > n und r(%) = n ist. Deutet man die re- 
ellen symmetrischen Matrizen S" als Punkte eines euklidischen Raumes von 1) 
Dimensionen, so bilden die positiven © einen konvexen Kegel P,„ mit der Spitze in 0. 

Ein wichtiges Hilfsmittel für die Rechnung mit symmetrischen Matrizen gibt die 
folgende — meist als quadratische Ergänzung bezeichnete — identische Umformung: 


Eee E N 9=-5-S'[5], |S| +0 
.&) NS/[S'S, €’ |S|=|H|:|&| 
Eine Matrix © ist dann und nur dann positiv, wenn Ö$ und &, positiv sind; man erhält 


also alle Punkte von P,„ genau einmal, wenn $ den Raum P,, Sz€ Pm-„ und ©;; alle 
reellen Matrizen von n Zeilen und m —n Spalten durchläuft. 


1.3) em -( 
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Durch Y” — X[U], U aus U„, wird P„ auf sich abgebildet und zwar liefern nur 
U und — U dieselbe Abbildung. Die Reduktionstheorie der quadratischen Formen 
([1], 53 oder [6], 212) beweist nun die Existenz eines Fundamentalbereiches F„ von P,„ 
für die Gruppe dieser Abbildungen. F„ kann man dabei als den konvexen Kegel $,„ 
wählen, der durch die reduzierten positiven Matrizen gebildet wird. Eine positive Matrix 
S = (s;ı) heißt dabei reduziert, wenn 

1. 20 ferl=2,3,...,0, 

2. S[gı] Z si für alle g, = (81, £2, - - - , £m), ganz, mit (gr, Er ++» gm) = 1, 
erfüllt ist. $„ wird dann von endlich vielen Hyperebenen begrenzt. Es soll nun ein 
Fundamentalbereich von P„ konstruiert werden, der bei 

(1. 4) | y=x" 
auf sich abgebildet wird. Schon der Fall m = 2 zeigt, daß diese Forderung für den Raum 
der reduzierten Matrizen nicht erfüllt zu sein braucht, P,„ dagegen geht in sich über bei 
(1.4). Für ein beliebiges Teilgebiet A von P,„ sei i 

A(x) = Durchschnitt von A mit |X| sx, A’(x) sein Bild bei (1.4), 

A[x] = Durchschnitt von A mit |X| = x, A’[x] sein Bild bei (1.4), 

A<x) = Durchschnitt von A mit || =. 


Es ist dann A(z) + A[xz] = A bis auf eine Punktmenge der Dimension 














m(m +1) ii 
y s 


Ferner heiße ein Gebiet A< P,„ normal, wenn mit X auch c-% zu A gehört, wobei 
1 Br 
0<ce<[|&| ”, wenn |X| <1, bzw. |X| "<c<oo, wenn || >1. 
P„ und der Raum der reduzierten Matrizen $,„ sind dann normal. 


Hilfssatz 4. /st F„ ein normaler Fundamentalbereich von P„ bei den Abbildungen 
Y=X&[U], U aus U,,so ist Fk = F„[1] + F,[1] ein normaler Fundamentalbereich von 
P,„, der bei (1.4) auf sich abgebildet wird. 

Beweis. Es muß nur bewiesen werden, daß F;,[1] ein Fundamentalbereich von 
P„(1) ist. Dazu liegen F/, [1] und alle Bilder in P,,(1), und F/,[1] besteht nur aus nicht 
äquivalenten Punkten (evtl. mit Ausnahme von Randpunkten). Wäre nun & ein Punkt 
von P„(1), der mit einer ganzen Umgebung mit keinem Punkt von F/, [1] äquivalent 
wäre, dann würde das auch für die Bilder bei (1. 4) gelten. Wegen P,, (1) = P„[1] gibt 
diese Annahme einen Widerspruch, da F„[1] sicher Fundamentalbereich von P„[1] ist. 
Da ein normales Gebiet bei (1.4) in ein normales Gebiet übergeht, ist damit der Satz 
bewiesen. 

„Fundamentalbereich‘ ist dabei so zu verstehen, daß P,„ bei den Abbildungen bis 
auf eine Punktmenge der Dimension 4 m(m + 1) —1 lückenlos und einfach über- 
deckt wird. 

Da U,„(r) eine Untergruppe von U,, ist, existiert ein Fundamentalbereich D;, von 
P„ bei den Abbildungen 

(1.5) )=-KX[W], Ge U.fr). 

Hilfssatz 5. Die Parameterdarstellung eines normalen Fundamentalbereiches D/, von 


P„ erhält man in 
£ a Far 
am) _ b + PP a; ZneP,, 


&, P X, pen eQ . 


dabei müssen Q,, vom Volumen % und der normale Fundamentalbereich F,„_, geeignet 
gewählt werden. 
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Beweis. Q,, sei ein geeigneter Fundamentalbereich des vollen Raumes A, „_,, bei 
den Abbildungen 


Yıa =®B * &ıa, B ganz, 


Q,,r hat dann das Volumen $. Die Vereinigungsmenge aller Bilder von Q,,, bei den 
Abbildungen 
Yıa =B+%n 
sei Q%,. Dann stellt sich A, „-,, als Vereinigung von Q#,, und seines Bildes bei 
Ya=— 8 
dar. 
Da sich jedes Ge U„(r) als 
$ = ,6,, 6, = 5 u = hu e B ganz, Ve Un-r; 
schreiben läßt, ist U„(r) als direktes Produkt der Gruppen W, und W, darstellbar, wenn 
man mit W, die durch ®, erzeugte Gruppe bezeichnet. Es sei nun C7, ein Fundamental- 
bereich von P,, bei den Abbildungen Y = %[6;], ©, aus W,. Nach (1. 3) durchläuft 9 
in der Form 


9-210= (A \lyız wg 9-4’, 


alle Punkte von P„ einmal, wenn 
(1. 6) DE. X,eP,, Koks e Qdır 
und außerdem U alle Elemente von U„-, einmal durchläuft. Bei geeignetem F„-, hat 


man also in (1. 6) eine Parameterdarstellung von C7,. Weiter muß sich nun D/, als Funda- 
mentalbereich eines geeigneten C”, bei den Abbildungen 9 = X [6/], &,€ W,, darstellen 


lassen. Setzt man D = Rs &; N " 
| )| ( | 
R &, Do E 


und Q=®8-+ ® mit ganzem 8, so folgt 
HN\E N, E23 

a. 2-9 z)P cl) a -(ng)em. 
und & durchläuft C/, einmal, wenn ®, die Gruppe W,, DEF ,„-,, X€ P, und ® einen 
Fundamentalbereich Q,,, von Q% , bezüglich der Abbildungen 9 = ® + X durchläuft. 
Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Für symmetrische & und T bezeichnet man mit A(&,T) die Anzahl der Dar- 
stellungen von T" durch &"), d. h. die Anzahl der ganzzahligen Lösungen der Matrizen- 
gleichung S[X] = T. Für positives & und T ist diese Anzahl endlich. Bei S — ©, und 
T»T, gilt dann A(&, T) = A(&,,T,). Die Anzahl der Einheiten von & wird mit 
E(©) bezeichnet, also E(&) = A(&, ©). Es liegt nun nahe, die Dirichlet-Reihen der Form 

(1. 8) EN, )= z |SIA|”, m>n, 

(alm.n)), 
auf ihre Fortsetzbarkeit in die Ebene der komplexen Veränderlichen s zu untersuchen. 
Da AV und AU, U Einheit von T, in S[A] = T dasselbe T ergeben und nur über die nicht 


rechts assoziierten X” mit r(X) = n summiert wird, kann man für (1. 8) auch schreiben: 


m) & - _ 48,2%) 
(1. 9) &n(S ‚s) = 2 a(S, T) IT| ’ a(&, T) . E(Z) ’ 


wobei über ein volles System von nicht äquivalenten Matrizen TI" zu summieren ist, 
die durch © darstellbar sind. 
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n = 1 ergibt die bekannten Epsteinschen Zetafunktionen. In der Darstellung (1. 8) 
kann man S [A] = T reduziert wählen. Aus der Reduktionstheorie entnimmt man für 
reduzierte Matrizen die Ungleichung: 

IT| Steg‘ mm Ss“ IT|, ZN = (txı) , 
wobei die Konstante c, nicht von T abhängt. Für reelle s folgt damit 
C(&) &(S, s) s In(S, s) = +(dı(S, s))*, 
und da Z, als Epsteinsche Zetafunktion die exakte Konvergenzabszisse m/2 hat, ist 
In(S,s) für Res > s,> m/2 gleichmäßig und absolut konvergent. Sie stellt also eine 
analytische Funktion in s dar. Das gilt sogar noch für eine komplexe Matrix & mit posi- 


tivem Realteil. 
Der Fall m = n gestaltet sich besonders einfach, führt aber nicht zu neuen Funk- 


tionen. Nach Hilfssatz 3 ist nämlich: 
nr, = Z |SM|" = |S|" ZBnlN) N” 
(am), N=-1 
I - N 
= |S|7 2 zamtBu, (7) N* 


N=1dN 
= | & |" 2(2s — m + 1) in- (EP, s), 
wobei £(s) die Riemannsche Zetafunktion bedeutet. Durch Induktion folgt also: 
(1.10)  Em(S®, s) = | & |" (28) - &(2s — 1) -- &(2s — m +1). 
Bei s = m/2 hat Z„(&, s) einen Pol erster Ordnung und es ist: 


m-1_ _m(m+1) 


m 8 m—1 - 
(1.11) Res jr N) em, s) nr(s—5)|=r° i 
m k=0 \ 2 


:—-— 
2 


$ 2. Analytische Hilfsmittel. 


Aus der Theorie der n-fachen Fourier-Reihen entnimmt man: 


Hilfssatz 6. Bedeutet 9’ = (g,, . - -, 8.) einen Vektor mit ganzzahligen Komponenten 
und ist 
1) f(X) = Ma, - - -, 2) stetig im R,, 
2) E f(x + 9) gleichmäßig konvergent in 4 <a, s4, 
0 


3) &g(g) konvergent, wobei g definiert ist durch: 
9 
sy) = FI) e"Ntdz, dan, 
R, 


dann ist 


E/(9) = Feglg), 
8 8 


wenn die Summation in beiden Fällen über alle Gitterpunkte des R, erstreckt wird. 
Weiter benötigt man einen bekannten Satz über skalare Funktionen von Matrizen: 
Hilfssatz 7. Ist W= A”, | A| +0, und f(A) eine skalare stetige Funktion von A 
mit der Eigenschaft f{AB) = (A) - f(B), so güt (MW = |A |‘. 
Bezeichnet man mit dX das euklidische Volumenelement, d.h. 


dX = IIdx., wenn £=X, 
ksı 

dX = IIda,ı, wenn X = X"”), 
kl 
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dann erlaubt Hilfssätz 7 eine einfache Berechnung der Funktionaldeterminante von 
Transformationen der Form = AXB. Eine leichte Rechnung ergibt: 

2.1) AU) - al" BI" a&, [UL F0, IB +0, 

(2. 2) KWLEA) = [|a|t-a%, &=8, |A| +0, 

(2.3) d(&"') = 121)”, 2=8. 

Für die Epsteinschen Zetafunktionen gelingt die analytische Fortsetzung am ein- 


fachsten durch eine Integraldarstellung mit Hilfe gewisser Thetareihen. Auch im all- 
gemeinen Falle versagt diese Methode nicht, die entsprechende Thetareihe hat die Form 


(2. 4) HS", 2) = ze (MR, ReS>0,%>0,m>n, 
u 


wobei X”"-” alle ganzen Matrizen durchläuft. Die Matrix & kann dabei komplex genommen 
werden, jedoch muß ihr reeller Teil positiv sein. 


Hilfssatz 8. Die Reihe (2.4) ist konvergent und es gilt 


(SH)=|S| ?|E| ?’HS,x. 

Beweis. Für einen Konvergenzbeweis der Reihe kann man sich auf reelle © be- 
schränken. Ist also S>0 und £>0,s bzw. x der kleinste Eigenwert von & bzw. X, 
dann gilt 

oUVSARK Zsc (WAR) Ex: s-o(WNA) 


und damit 


IMS,R) < (MA, a))"r, Mu) Lee, 


k=-o 
d.h. die Reihe (2. 4) ist für positives &© und & konvergent. Da beide Seiten der Trans- 
formationsformel für Re 6 >0 iin © analytisch sind, genügt es, den Beweis der Formel 
für reelle S zu führen. Formale Anwendung von Hilfssatz 6 liefert 


ft&, &) = 5 EEREIED . A, 


B R n 


wobei ® alle ganzen Matrizen von m Zeilen und n Spalten durchläuft. Mit 
S=-YY, X=38, YAZ=C, MAM=|S| ?’|x| ?ag, 
folgt dann 


f{S,%) = ze etlasD (orten ns). ag 
B R 


mn 
n m 
I 2 - 5 2 Pr ‚-i1gp-1 
| :|&| ?8e ao(S"119]% ‚fe ao(ele+ m 183) GG, 
8 R 


mn 


1SH=|S| ’|E| ’nS,x9,, 
denn das Integral hat den Wert 1. Da die Bedingungen für die Gültigkeit von Hilfssatz 6 


erfüllt sind, ist Hilfssatz 8 richtig. 
Für n = 1 gibt die Integraldarstellung der Gammafunktion den Zusammenhang 


zwischen Thetareihen und Zetafunktionen. Im Falle n > 1 tritt an ihre Stelle eine etwas 
allgemeinere Formel, die zuerst von Siegel bewiesen wurde. Definiert man 


(2. 5) G.(s) = Is) r(s . 3) PN r(s "7 ) 
so gilt 
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Hilfssatz 9. Für symmetrisches U” mit positivem Realteil ist für 2 > n —A 
n+1 n(n-1) 


fa? erwar=a *. Ge |Y|”. 
P„ 


Den Beweis dieses Satzes für 2> >n +1 findet man bei Siegel, [2], Seite 585, 
Hilfssatz 37. Aus ihm geht hervor, daß die Formel noch für 25 > n — 1 gültig ist. 
Hilfssatz 10. /st F„ ein normaler Fundamentalbereich von P,„ bei den Abbildungen 
)=X[U], UeU,„, und v(n) das Volumen der Determinantenfläche |£|=1 in F,, 
so gilt: 
f |X]’d& = 


F„la] 


wenn 2 +n +1 < 0 im ersten Falle und > 0 im zweiten Falle. 
Beweis. Für die erste Formel ist 


[Ita = [rd [ dw, 
F„l[z] z F„(t) 
wobei dw das Oberflächenelement 
dw = drd&, -|&ı |", &= y £ ) 


r X 
bedeutet. Daher folgt 


fızraz= [ro (an, s<-Z-. 


F„le i Fr) 
Der Beweis für die zweite Formel verläuft analog. Für s = 0 ergibt sich 2v(n)/(n + 1) 
als das Volumen von F,„(1), welches von Minkowski, [1], 94, Formel (85), berechnet 
worden ist. Im nächsten Paragraphen wird sich v(r) jedoch ohne besondere Rechnung 


ergeben. 
Für einen weiteren Hilfssatz sei für reduziertes positives £” und T” 


(n-r,n) 
(2.6)  X,(%, 8,2) = Z|2[8) Pete, 8 (gi n) ) 
® U 


wobei ® ein volles System von nicht r-valenten unimodularen Matrizen durchläuft. 


Hilfssatz 11. Für 220 gilt: 


IX DJ|<|T|" || ? |Aea) |, 
mit steliger Funktion h(2). 
Beweis. Zuerst soll 


gi oT-&[U)) 
3 o(T-&X[N;]) 
unter der Nebenbedingung | a)’ — g,| <<}, |? —g,| Ss}, © = (g,) +N ganz, nach 
oben und unten abgeschätzt werden. % liege dabei in einem abgeschlossenen, ganz in 
F„[1] liegenden Gebiet G, während T > 0 gewählt werde. Wegen der Homogenität von 
Zähler und Nenner kann man sich auf o(T) =1 und o(%) = 1 beschränken. Wegen 
u St, ist dann |t,| < 1 und ebenso |z,| < 1. 


Journal für Mathematik. Bd. 192. Heft 1 
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Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt 
olno(T-&[A]) 


Ai (1) __ 32) 
InZ|= (a 4%) 38, ve 
> 4 eT-KA)| 
ns o(T- [A] | Can ia-0, 
1 
u a 
le 
wobei c, und die folgenden Konstanten c,,... nur von n und r abhängen. Weiter ist 
o(T-X[U]) . T> 0, T reduziert, 
cUA) "KEG, 


(1) (0) (2) 
‚dr Sa: SA 


6 S 


und damit 


Inz|se, 


zZ|u|=<6% 


1 
UN) k,l 


Man hat also 
1 
ce 
Wegen 
IT-2[A]| Ss (o(T-2[a))' 
kann man die Reihe X, mit dem Integral 


hı (2) = [PB e PAR” 
Ryr 


vergleichen und erhält 
| X, &, 2) |< |T |? 8 (o(T- Z[B]))”er RrIReD 
® 


< |T|*c* [ (o(T- ZIBP)"e Felde. 


-|2[° 


womit der Hilfssatz bewiesen ist. 


$ 3. Analytische Fortsetzung und Funktionalgleichung. 


Die in (2. 4) eingeführte Thetareihe schreibt man zweckmäßig etwas anders: 


(3. 1) IS", x) =1+ Ehe, X), m2n, 
1-1 


(3. 2) TE EEE, ad... 
r(U=r 


wobei über alle ganzen X”"” vom Rang r zu summieren ist. Nach Hilfssatz 2 wird dann 
(S,%)= 3 ze er) ermwez) 


rr 


= 5 Zee) g -( 
(rn), © 
Die Matrizen ® sollen stets ein volles System von nicht r-valenten unimodularen 
Matrizen durchlaufen, bei r = n also alle Elemente von U,„. Durch Einführung der Dar- 
stellungsanzahlen folgt 


2) 
‚n) 
Br n 
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ß Mi == < p A(&, T) 
(3.3) Fr(S, &) = als, T) g-(T, &), a(S,T) = E@) 


mit 


(3. 4) g,(TN, X) = Ze EIS), 
8 


Ist jetzt F„ ein beliebiger Fundamentalbereich von P,, so folgt mit Hilfssatz 9: 


n+l n+l 


UEU, „ 


fe era || 


n—1 
a i ie. 


Bezeichnet man nun 


n—1 
5) Amy IC) Sm, 5), Res> 7’ 
so folgt mit (3.1) und (3. 3) 


n+l 


(3. 6) 2 R,(S®), s) = [me IE AM 2 d&, Res> 5 
F 

und diese Integraldarstellung gilt für jeden Fundamentalbereich F„ von P„. Nimmt man 

speziell einen Fundamentalbereich F* von Hilfssatz 4, so kann man das Integral zerlegen 

und mit (2.3) folgt 


(3.7) 2 R,(S", s) - [it S,%) |" + (5, & Ylzlm} an 
a0 I&]| 
Setzt man f,(S, &) = 1, so ist nach (3. 1) und Hilfssatz 8 


n n m | 


(nl&,8) = |S| ? || mlS-ı,® )+zlie 5]? 121? 416", — (8,29) 


und nach Eintragen in (3. 7) kann man die Integrale fürr = O nach Hilfssatz 10 berechnen: 


n 


(3.8) 2 R,(S®, s)= H,(&, s) + v(n) | ©| 


Ed d&X 
ME, 9 — EIS, 2) 2 

1 f > 
Fl) ie 


1.00, [Ins zr+ si mer,niz®") m. 


Fr, |&1 : 
Ist s=x+ ıy, so gilt für alle s 
re s)| Ss H(&, x) 


z +m 


< me »121""" + Er; Ace) 


F„Ü] 


<2[A.(6, |2|+ m) + [6] ® Rute“, |e]+ m), 
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d.h. H„(©&, s) ist für alle s regulär analytisch und es gilt 


(3. 9) H(S",)=|&| HS", —9). 


Für Res > m/2 muß also auch die Summe in (3. 8) in s regulär sein, denn A,„(6&, s) ist 
in dieser Halbebene regulär. 


Für die Summe in (3. 8) sei nun mit (2. 6) 


(3. 10) Y,(S, &, 2) = P) a(&, T) X,(Z, &, 2) 
{zer} >o 
> 7 7 -1% Bin 1-1 dx 
(3.11) Z,(8, 5, 2) -[ | Sı ?|2|? Y(S%,2)—|%| Y,(&,% a 
r„[1] x]: 


und (3. 8) schreibt sich dann 


z=0 


n—-1 
(3.12) 2R,(&,s) = H.(&,s) + v(n) BE. + Z Z,(8,5,2)| 
r 5 $ r=1 
Zur Berechnung dieser Ausdrücke faßt man Z,(&, s, z) bei festem s als Funktion 
von z auf. Wegen Hilfssatz 11 kann man in (3. 11) die Summation mit der Integration 
vertauschen, wenn Rez> (m —.n)/2 ist. Man berechnet dann zuerst die Integrale über 
X,(T,%, 2). Das ergibt 


tr m, _n+l 
fıxi® X Jar=2|ir’ 2 | 7 e ER a, 


F„t1] r 
n D„ul 


wobei nach Vertauschung der Integration mit der Summation gliedweise die Substitution 
X — X[98’-1] durehgeführt wurde. Da ® und — % dasselbe Bild von F„[1] ergeben, 
erhält man als Vereinigungsmenge dieser Bilder einen Fundamentalbereich D}[1] von 
P„[1] bzgl. U„(r) zweimal. Auf der rechten Seite ist 


& X 
nn) _ (Fı Ku) 
ee) 
Man substituiert jetzt 


zu (04 BER BE) 


mit der Funktionaldeterminante 


UH + PEP) AH + BEP) AH +PEP) 
a) AR) A) 
AR) _| ABER) ARE.) BE) | _URZ)_ iz, 
AD Pı%) | d(9) d(P) d(&,) AP) ee 
I UM) d(&,) ak) | 
d(9) d(P) d(&,) 
Dann folgt für die rechte Seite 





2. [a5 [a2 [a2,u91- 18,0?" * 18, pn remam 
ja fer] 


n-r ar Pr 


9.1121 





Koecher, Über Dirichlet-Reihen mit Funktionalgleichung, 


1 
und nach der Substitution 9 > |%,| "+9 weiter 


m n+1 n-r-1 
aa m" Term 


Fn-„l!l P, 


Mit Hilfssatz 9 und 10 ergibt sich endlich 


ER. 1 
2 


(3. 13) f a X, 


F„{] 
BR er A Pe ee. 
a. vu(n —r) 6(2+3)-181 63), ( ;) x 
m—r 2 


Dale: a 


und analog dazu 
„ar 
(3.14) fızı 2 X,(%, 81, 2)dX 
r„{1] 
n r(r-1) 


BETEN PC 


Ss —— 


2 
Für (3. 11) erhält man also 


(3.15) Z,(&,s,2)=v(n—r) | nd 


s— 
Setzt man noch A,(&, s) = 1, dann folgt aus (3. 12) 


(8. 16) Ru(&,)— 5 Hu(&, 9) 


1 n 
efe43) 


a 


Satz 1. Die Funktion £,(&”,s),m >n,Re& > 0, ist für alle s bis auf Pole erster 
Ordnung regulär und genügt der Funktionalgleichung 


R.(&,9= 161" R(e,2- 5), 


wobei R„(&,s) durch (3.5) definiert ist. 


Beweis. Da R,(&, s) in © für Re& > 0 analytisch ist, kann man sich im Beweis 
auf reelle & beschränken. Zu einem Induktionsbeweis nach n nimmt man an, daß der Satz 
für alle Zahlen < n bewiesen sei, dann ist Z, (©, s, z) in s und z bis auf Pole regulär und da 
die rechte Seite von (3. 16) einen endlichen Wert haben muß, müssen sich notwendig die 
eventuellen Pole in z bei z = 0 wegheben. Durch eine leichte Rechnung kann man sich 
auch direkt davon überzeugen. Damit ist auch R,„(&,s) über die ganze s-Ebene fort- 
setzbar, und wenn man A,(&, n/2) durch Null ersetzt, sobald A,(&, s) bei s = n/2 einen 
Pol hat, kann man schreiben i 
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Ru(&,) — z Hu(&, 5) 


R„(&,s) hat also höchstens bei 


= 5 und s= z— 
einen Pol erster Ordnung. Da G„(s) + 0 ist, gilt diese Aussage auch für /„(S, s), welches 
jedoch nur Pole erster Ordnung bei 
FAR 
2 
besitzt, da die Pole von A„(&,s) bei s=r/2 durch G„(s) erzeugt werden. Ist [x] der 
ganze Anteil der reellen Zahl x, dann hat £„(©, s) bei 


n+i1 
H 


‚r=01,2..,2—1, 


’ ge=0,1,2,..., 


s=—g eine Nullstelle der Ordnung 


s=—g+ % eine Nullstelle der Ordnung 3 g=(, 1, REN 





s=g eine Nullstelle der Ordnung > + | 1,49= 12... 


s=g+ = eine Nullstelle der Ordnung 3 —g9—1, gg 


Die Funktionalgleichung ergibt sich sofort aus (3. 9) und (3. 17), womit der Satz 1 be- 
wiesen ist. 


Das Residuum von £,(&", s) bei s = 7 ergibt sich dabei zu 


m n-1 


v(n) ‚„G . 


Für m = n kann man sich nach $1 auf & = € beschränken. R„(E"”, s) hat bei 


_——= 3 das Residuum — und nach (1. 11) folgt damit 


1 m(m+ ) m k 
(3. 18) v(m) = rn? * TEk)T (3) 
k=2 


in Übereinstimmung mit dem Ergebnis von Minkowski ([1]), 94, Formel (85)). Man ver- 
gleiche dazu Siegel [3] und [7]. 


$ 4. Dirichlet-Reihen und Modulformen »-ten Grades. 


Die bisher bewiesene Funktionalgleichung gewisser Zetafunktionen wird über eine 
Integraldarstellung durch eine Transformationsformel von Thetareihen hervorgerufen. 
Der Beweis dieser Transformationsformel in Hilfssatz 8 wurde durch Anwendung der 
Poissonschen Summationsformel geführt. Man wird nun die Methode des $ 3 auf alle die 
Funktionen anwenden können, die eine Hilfssatz 8 analoge Transformationsformel be- 
sitzen, sofern diese Funktionen eine Fourierentwicklung gestatten und gewisse Konvergenz- 
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bedingungen erfüllt sind. Durch die Arbeiten von Hecke ([9]) wird im allgemeinen Falle 
nahegelegt, die Methode auf die von Siegel ([4]) eingeführten Modulformen n-ten Grades 


anzuwenden. 
Nach Siegel bezeichnet man die Gruppe M,„ der 2n-reihigen Matrizen M mit der 


Eigenschaft 


r >n A B N(2n N E 
4.1) IMI=I- IM], M- ” 20) BT 6 a): 


als homogene Modulgruppe n-ten Grades. Damit M ein Element von M, ist, ist 
(4. 2) AB = BW, Cd’ = DE, AD’ — BE = € 
notwendig und hinreichend. Mit 7, bezeichnet man den Raum der n(n + 1)/2 komplexen 
Variablen 
IP -E+ Id = )= 3, 9>0. 
Bei der Abbildung 
(4. 3) B=- MB) = (ANZ +B)(CZ + DI, MeM,, 


geht H„ in sich über und dieselbe Abbildung liefern nur M und — WM. Die Gruppe der 
verschiedenen Abbildungen (4. 3) bezeichnet man auch als inhomogene Modulgruppe n-ten 
Grades M/. Es besitzt H, einen Fundamentalbereich E, bezüglich der Abbildungen aus 
M', und man kann als E,„ speziell die Punkte 3 H,„ wählen, für die 

(4. 4) Ie3+D || 21, Yes, —Iswmsh, kl=1,...,n, 
gleichzeitig gilt. $,„ sei wieder der Raum der reduzierten positiven Matrizen. Unter einer 
Modulform n-ten Grades vom Gewicht k versteht man dann eine Funktion 9(3) mit folgen- 
den Eigenschaften: 

1) (3) ist in H,„ eine reguläre analytische Funktion der n(n + 1)/2 Variablen z;,, 

2) (3) ist in E„ beschränkt, 

3) für jedes Me M, gilt 

FMH) = IC + DI Y(8) 
mit einer festen geraden Zahl k. 

Für k<0 ist (3) stets identisch konstant. Jede Modulform besitzt dann eine 

Fourier-Entwicklung in H,„ 


?(3) = Ay(T) AD, A(TIU])) = Au), UEU,, 
20 
bei der über alle halbganzen Matrizen T'” zu summieren ist, für die T[r] > 0 für reelle x 
gilt. T heißt dabei halbganz, wenn t;. und 2 t,, ganze Zahlen sind. 
Setzt man nun {= N und (iM) = f(V), so wird auch f(9) als Modulform n-ten 
Grades bezeichnet werden. Für f(9) gilt dann: 
1) f{V) ist in ?,„ regulär in den Variablen yx, = Yır, 


2) in 5, gilt mit Y = (Yu), Yır = Ye 
IMIse-NU+y"), 
i=1 


3) für Ver, gilt 
III) =-NPIYHD, DU = AN), Uel,. 
Setzt man A(T) = 0, wenn $3T nicht halbganz ist, so besitzt f(W)) eine Fourier- 
Entwicklung 


(4. 5) MY) = ZA ED, A(TIU) = AD, AT) = Au} T), 


T20 
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wobei über alle ganzen T’ = T > 0 zu summieren ist. Um f(9) in Teilreihen aufspalten 
zu können, benötigt man eine Hilfssatz 2 analoge Aussage: 


Hilfssatz 12. Durchläuft ® ein volles System von nicht r-valenten unimodularen 
Matrizen, so erhält man in 
NN (r) 
“ 
nm) WB” fest, O<rsn 


alle zu T, äquivalenten Matrizen genau E(W)-mal. 


7-8, %=( 


Beweis. Für r = n ist die Aussage richtig, da ® dann alle unimodularen Matrizen zu 
durchlaufen hat. Sei also 0 <r <n und r(Z)=[r. Nach Hilfssatz 1 gibt es in der Klasse 
von X einen Repräsentanten 


= (28), 18” +0, 


und es ist T — T, gleichbedeutend mit T = T,[3]; denn T hängt nur von den letzten r 
Zeilen von ® ab. Ist nun T, = T,, d.h. 

To[®ı] To[R2], T, — zT, [U], U= BR", 
dann folgt für U notwendig 


u, 8 EN nt 
u. bu -. a (% -s G ®eU,(r), U, Einheit von ®, 


2, = 5 -i GR,, GeUur). 


In T,[®] ergeben also ® und ni - 6% dasselbe T. Da ® alle nicht r-valenten 
2 


Matrizen durchläuft, wird T bei festem ® genau E(W)-mal dargestellt. 
Da ® > 0 mit 7, > 0 gleichbedeutend ist, kann man nun mit Hilfssatz 12 für 
(4.5) schreiben: 


(4.6) KM) = ZH, Id) = AM), 
(Y) = FE AT): erw 


r(Z)=r 
T20 
= Bo; e-”°(Sd) a 
{B}>0 NN 
(4%) 


(m) 
(4.7) KM) EZ UuB)- RN, Nm), aa) MW), 
{W}>0 ; ; E(®) 


wobei g, die Bedeutung (3. 4) hat. 

Durch einen einfachen Grenzprozeß kann man jeder Modulform n-ten Grades vom 
Gewicht k eine Modulform m-ten Grades, 0 <m <n, vom gleichen Gewicht zuordnen. 
Dazu sei 


r JE N 
w-(% ga); 1> 0, Yı>0, 
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dann ist 9) positiv. Siegel hat bewiesen, daß der Grenzwert 
lim (9) 

fürm=n—-A existiert und in (4.5) gliedweise ausgeführt werden darf; er ergibt eine 
Modulform (n — 1)-ten Grades vom Gewicht %. Durch wiederholte Anwendung dieses 
Ergebnisses zeigt sich, daß 

im (9) = (9m), 9" - ( ym)) 

ie 9 
existiert, in (4.5) gliedweise ausgeführt werden darf und f” eine Modulform m-ten 
Grades vom Gewicht k darstellt. Zur Bestimmung der Fourier-Entwicklung von f” 
untersucht man zuerst den Grenzwert in der Reihe (3. 4). Ist 


Br TREO <mn<n, 
so wird 


AWBYLRL) = AWIB;]) + (WG, [B;]) 
und da ®> 0 ist, folgt 
(4. 8) lim g,(®Y, Y)) = ze Mil O<r<sn, 
a 


5: Ben 

wobei über ein volles System von nicht r-valenten unimodularen Matrizen, für die noch 
D, = N ist, zu summieren ist. Fürn > r > m gibt es keine Matrizen ® mit dieser Eigen- 
schaft, denn sonst müßte | ® | = 0 sein, also ist der Grenzwert Null. Seinun m>2r >21. 
Da zwei Matrizen aus U,„ dann und nur dann r-valent sind, wenn sie in den letzten r Zeilen 
übereinstimmen, ist in (4. 8) über alle verschiedenen primitiven Matrizen ®, zu summieren. 
Diese Matrizen sind zu unimodularen Matrizen von m Zeilen und Spalten ergänzbar und 
durchlaufen dann genau ein volles System von nicht r-valenten Matrizen. Also 

lim g,(®9, 9) = g,(®, Y), 1<r<m, 


i>o 


und 


(4. 9) (9) = lim /(9) - EI), KI)=AR), 


r=0 


FI) ZUR) g(W”, Ni”). 


{8} >0 

Um die Konvergenz der aus den Fourier-Koeffizienten von /„(9) zu bildenden 
Dirichlet-Reihe sicherzustellen, braucht man eine Abschätzung dieser Koeffizienten naeh 
oben. Es genügt, die Abschätzung für r = n durchzuführen, denn nach (4. 9) überträgt 
sich die Aussage auf alle r. 

Hilfssatz 13. Für | TÜ | +0 gult für die Fourier-Koeffizienten einer Modulform n-ten 
Grades vom Gewicht k 

ATM)|Se|Tf, 
wobei die positive Konstante ce nur von der Modulform abhängt. 

Beweis. In Verwendung eines Gedankenganges von H. Braun geht man von der 
Modulform (3) aus. Es sei 3 ein beliebiger Punkt von H,„. Wegen 9(3) = p(Z[U]) 
kann man bei 3= X + 9) annehmen, daß 9-! reduziert ist. Nun bestimmt man 
M,eM,„ derart, daß 3, = M,(3) in E, liegt. Sind c,, c,,... positive und nur von o ab- 
hängige Konstanten, so ist zuerst 

AB 
|P(3ı)| s 5 M, ..n 5 9)- 
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Weiter bestimmt man nun 


M,— 2 S) EM. NM; = » 2 


* * 
) = RN Br 


derart, daß 

ES +D| +0 und |sı — Zu| <S2 
gleichzeitig erfüllt ist. Da die zweite Bedingung für jedes s,, vier Möglichkeiten läßt und 
|ES + D| ein Polynom n-ten Grades in den s;, darstellt, welches nicht identisch ver- 
schwindet, ist die Forderung durch geeignete Wahl von © immer erfüllbar. Setzt man nun 


Bo Fr M,(3) =(— 3 + ©)", 3: = MM; (30); 
dann folgt 


al =I1—-3+CS rl), Pd) = IS +PD) 3—El!Y(3o) 


und 
(Bd) = I —3 +5 ||" | P(do) | 
= —-3+$S || ES +D) 3—E|I*|P(Bı)| 
<sal—3+ SI" 3 (CS + DEI" 
zal—3+6Sl*- Id 1*. 
Denn es ist 
I® +iE]?=- | RW +EI| >21, 8 =-W. 
Bei 3, = M,(3) transformiert sich der Imaginärteil nach der Gleichung 
o=(-3 +5" U-3 +6", 
und damit hat man 
rdIzsaldlITI—3+65S = ca |Q|]* 
mit 
= PY!+IiE, BP =-S—L. 
T = M-! war reduziert und es sei halbganz. Aus der Reduktionstheorie entnimmt man 
die Ungleichungen 
ulstı, 1Su. Su S.' Sh, zT) = (1), nal, tii 4 Sca-|T|. 
Da ® beschränkte Elemente hat, folgt 
| gix | =| (pa tn +iöa)| SS cz tk, 6 -6 fe) 
und damit 
lOl satt u Sscg|T|, 
(4. 10) |y(XK+iT)|<c|T |. 
Ist nun % der Würfel mit der Kantenlänge 1 und dem Mittelpunkt im Ursprung im 
euklidischen Raum von n(n + 1)/2 Dimensionen, so ist für |T | + 0 


A,(Z) = [p(& + iy) e ri (ZEHN) IX 
W 
= e"" (pl + iT-!) f e-?rio(ZE) IX 
W 
IADISHIT. 
Für n = 2 steht dieser Satz bei Maaß [7]. 
Aus den Fourier-Koeffizienten von f„(9) bildet man nun die für Res > % absolut 
konvergente: Dirichlet-Reihe 
DA) = EARTH, 
{zm}>0 (T) 
(4. 14) 


_. [Ao($ T), wenn $T halbganz 
Sie ‚ sonst | 
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und weiter 
n-—1 


(4. 12) R,h;)=n\* ) Gu(s) Da(f; 5), Res>k. 
Analog (3. 6) ergibt sich für Re s>k 


En n+1 


2 Rulf; s) - [i.9) 9? ay 


Fn 


- {n(9) DILZSAUENE) Hi 9: a. 


F„1] 


Wegen 
DI) = N IYEAHNM)+ = - DaRZLSAE) 9), k= 
überträgt sich (3. 8) 
(4.13) 2 Ruf; s) = Hull; s) + un) AB IN 1 | 
Is —k s 


nk 
a , 


+2 anna) 


F„t] | p)) | u 
’ Eu 1) 
Hn(; 9) - (nf 9 +0-1%19 3 .. 
Fr, 91: 
H„(f; s) ist wieder für alle s regulär analytisch und genügt der Funktionalgleichung 
(4. 14) Hs) = (NH; k— 5). 
Zur Berechnung der Summe in (4. 13) verfährt man unter Verwendung von (3. 13) und 
(3.14) wie in $3 und erhält 
1 1 \f -9* 
(4.15) Bulls) = 5 Hull; s) m; Z _— 
\ s— k+ 5 


wobei wieder R, = A(N) gesetzt ist und A, =“ 5 durch Null zu ersetzen ist, wenn 


R,(f'”; s) bei s = n/2 einen Pol hat. f” ist dabei die der Modulform n-ten Grades durch 
den Grenzübergang (4. 9) eindeutig zugeordnete Modulform r-ten Grades vom gleichen 
Gewicht. Aus (4. 15) schließt man: 


Satz 2. Jeder Modulform n-ten Grades vom Gewicht k ist eine Dirichlet-Reihe D,„(f; s) 
nach (4.11) zugeordnet, die für alle s bis auf Pole ersterOrdnung regulär ist und der Funktional- 
gleichung 


Rs) = Rh, K = E, 
genügt. R„(f; s) ist dabei durch (4. 12) definiert. 

Für n = 1 wurde dieser Satz von Hecke ausgesprochen. Er hat auch gezeigt, daß 
die den Eisensteinschen Reihen zugeordneten Dirichlet-Reihen sich als Produkt zweier 
gewöhnlicher Zetafunktionen schreiben lassen. Da für n > 1 die Fourier-Koeffizienten 
der verallgemeinerten Eisensteinschen Reihen von Siegel in [4] berechnet worden sind, 
lassen sich die zugehörigen Dirichlet-Reihen ohne weiteres bilden, jedoch scheint eine 
Produktzerlegung in wesentlich einfachere Faktoren nicht möglich zu sein. 

3x 
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$5. Das Umkehrproblem. 


In der schon mehrfach zitierten Arbeit hat Hecke das Umkehrproblem zu Satz 2 — 
Charakterisierung der Modulform durch die zugeordnete Dirichlet-Reihe — für n = 1 
vollständig behandelt. Bei n > 1 hat man in Satz 2 noch keine eindeutige Zuordnung einer 
Dirichlet-Reihe zu einer Modulform, denn alle Modulformen, für die f„(9) übereinstimmt, 
haben die gleiche Dirichlet-Reihe. Man muß daher einer Modulform nicht nur die Reihe 
nach Satz 2, sondern außerdem noch die n— 1 Reihen, die zu den aus der vorgelegten 
Modulform durch den Grenzübergang (4. 9) entstehenden Modulformen vom gleichen 
Gewicht gehören, zuordnen. Dazu definiert man im Anschluß an Hecke: 

Ein System von n Dirichlet-Reihen D,(s), p = 1,2,..., n, heißt ein System der 
Signatur {n, k, y,}, wenn es die folgenden Eigenschaften besitzt: 

1. Jede Funktion ist in eine spezielle Dirichlet-Reihe mit endlicher Konvergenz- 
abszisse entwickelbar: 


D,()= Z a,(Z) IT|”, Res> so, 
{7} >0 
bei der T® ein volles System von nicht äquivalenten ganzen positiven symme- 
trischen Matrizen durchläuft. 


. Bis auf Pole erster Ordnung in O<s<sk ist 


p-1 
R,(s) = „r( . ) 6,6) Di, p=12...n, 
regulär analytisch. 
. Mit k>0 gilt 
R,(s) = yR,(kk—s), p=1,2,...,n. 


. Setzt man A,(s) = a, und R =0,0<r<p, wenn A,(s) bei s = p/2 einen Pol 


P 
\2 
hat, so sind die n Reihen verknüpft durch die Festsetzung, daß 


AA er ran 





r=0 Peer wr Pa: 
s k+5 s 3 


eine ganze Funktion in s ist. 


n-fache Anwendung von Satz 2 ergibt dann 


Satz 3. Jeder Modulform n-ten Grades vom Gewicht k ist ein System von Dirichlet- 
Reihen der Signatur 
A 
{m A, -1?} 


zugeordnet. Verschiedene Modulformen ergeben verschiedene Systeme. 


Es sei nun ein System der Signatur {n, k, ya} gegeben. Mit den Entwicklungs- 
koeffizienten aller n Reihen bildet man mit (3.4) und 9” > 0 


(5. 1) (9) a7 Fapie g(TN, Y), folY) = @, 


(5.2) HI) = EHI) = ZAR) erw, 
r=0 T2o0 


wobei A(T) nach (4.7) zu definieren ist. Die zweite Summe ist dann über alle ganzen 
T>0 zu erstrecken. Jedem System von Dirichlet-Reihen kann man also eine in eine 
Fourier-Reihe entwickelbare Funktion f(9) formal zuordnen. 
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Mit geeignetem U aus U, ist nun nach Hilfssatz 1 für T’ = T 
_ [RN nz 
z[U] = \e av). r=r(T), 


und man bezeichnet mit Diskriminante D(T) die Determinante von T,. Die Forderung, 
daß D,(s) eine endliche Konvergenzabszisse haben soll, besagt dann, daß A(T) nicht 
stärker als eine Potenz von D(T) wachsen kann. Für alle Q aus einem abgeschlossenen 
Gebiet G< P„ gilt nun für alle T > 0 

o(TY) > ci o(T), C, > 0, 


und daher folgt aus der zweiten Darstellung von (5. 2) 
IAMI=S 3 (DI) er». 
T20 
Für T > 0 ist nun %, < t,t, und daher die Anzahl der T mit o(T) = t bei festem ! sicher 
gleich O(t%). Wegen |t..| <t gilt eine analoge Abschätzung auch für D(T) und damit 
IHMISE Fuer Sch, 
t=1 


d. h. f{9) ist in jedem abgeschlossenen Gebiet G < P,„ gleichmäßig und absolut konvergent. 
Ist F„<x) wieder der Durchschnitt von F„ mit der Determinantenfläche || = z, 


ferner 


da 3 - _ far 
dw = drd, [8], 2-(: E) 


das Oberflächenelement der Determinantenfläche, so wird der folgende Satz bewiesen 


werden: 
Satz 4. Für jedes positive x und jeden normalen Fundamentalbereich F„ von P„ güt 


SH) — mlEI HR} dw = 0. 
F„2) 
Für n=1 entfällt das Integral, bei n > 1 würde 


nk 
AD — N’ IYI HI) = 0 
zur Folge haben, daß f(— i3) = p(8) eine Modulform n-ten Grades vom Gewicht k 


wäre, denn nach [11] sind 
E 4 (is N ( N a) 
NEN 1-1); —EN 


die Erzeugenden der Modulgruppe n-ten Grades. Eine über Satz 3 hinausgehende Aus- 
sage wird man jedoch nicht erwarten dürfen, denn man hat zur Umkehr der Integral- 
formel aus Hilfssatz 9 nur die Mellin-Transformation zur Verfügung. 
Beweis von Satz4. Nach $3 war 
+1 


n-1l n 
(5.3) 2x er ar fir HT, dA, T>0, 
F„ 


n-1 
s fer,» awaz. 
F„<2) 
Mit Mellin-Transformation folgt daraus 
n-1 n-1 
dw=2r 2, [a Icuoleiznnas, 
Fn‘2) 6) 
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wobei auf der rechten Seite entlang einer Parallelen zur imaginären Achse der s-Eben« 
bei Res = s, > s, zu integrieren ist. Wegen der gleichmäßigen Konvergenz von D,(s) 
kann man mit (5. 1) weiter schreiben 

n-1 

= 4 iS 

[maaw=2: To [ro a EM 
Fu<%) () 
Da D,„(s) in einer Halbebene Re s > s, > s, beschränkt ist, so gilt wegen der Funktional- 
gleichung auf Grund der bekannten Schlußweise von Phragme&n-Lindelöf 
Du(o + it) . ol t ‘), 0 sos 03, 


für | | — oogleichmäßig in o. Man kann daher den Integrationsweg unter Berücksichtigung 
der Pole bis Res <0 verschieben. Wendet man dann die Funktionalgleichung von 
R„(s) an, so folgt 


n—1 
n 


n—1 \ - + £ 
MR) dw zur ld dw- Zuin—r) R (2): u Ip ch 
r=0 
en 704) 


nach einer leichten Rechnung; denn die Residuen der Pole von A,„(s) sind durch die 
Forderung 4) in der Definition des Systems der Signatur {n, k, y,} gegeben. Für das 
zweite Integral auf der linken Seite hat man nun 


fr dw = lim f ddr = art (Ma) du 
FnCz) ie" da - Fe 


und es ergibt sich 


(5. 4) no 121 MR au 
F„<2) 


n—1 n+r-1 . 
= 5 v(n—r) Ru (2) {oe Sl 


r=0 


Definiert man für x > 0 mit den Entwicklungskoeffizienten der Reihen D,(s) bi0 <r <n 


2ER 


Zi» )-| EZ ZA) IKB Il  °e dk, 


F„[z] alny> 0 8 


so ist 


n+l 


(5. 5) lim Z,(z, s, = [nal 2 AR. 


z>0 
F „le 


Zur Berechnung von Z,(x, s, z) verfährt man wie in $3 und erhält 
Z,(2,5,2)=R, ( + 3) he ad BE 
2 r 
$ —k + D7 


Wegen der Analytizität kann man z = 0) setzen und mit (5.5) gilt für alle positiven x 


? BEER... k-s- 4 vun — r) 
f : f,(&) dw dt = R, (3) x 
x F„£t) s-k+z 
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sofern R,(s) bei s = n/2 keinen Pol hat. Dieser Fall braucht aber nicht untersucht zu 
werden, denn nach der Definition des Systems der Signatur {n, k, y,} kommen diese 
Glieder auf der rechten Seite von (5.4) nicht vor. Durch Differentiation nach x folgt 
endlich 
\ e-r-i 
(5. 6) [rw aw=R(z) (n—r)z ? ‚0O<r<n. 
F„2) 


Eine analoge Rechnung führt zu 


(5.7) Siam aw 
F„(2) 
und für r=(0 gilt 


2 


dw = v(n) x 
F„<%) 


Durch Eintragen dieser Ergebnisse in (5. 4) folgt mit (5. 2) die Behauptung des Satzes. 
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Einige neuere Bedingungen für die Existenz 
ungerader vollkommener Zahlen. 


Von Hans-Joachim Kanold in Gießen. 





Im folgenden bedeute n = p* IT q?. eine ungerade vollkommene Zahl mit den 
e=1 
verschiedenen Primteilern p, g, und F„(x) das m-te Kreisteilungspolynom. Nach Euler!) 


können wir p = x = 1 (mod 4) voraussetzen. 


81. 
(1) Satz. Es sei (p— 1,2%, +1) = 1 und a die Anzahl der Primzahlen q,, die der 
Restklasse A (mod p) angehören (o =1,...,r). Dann folgt 1<a<r und 


x < Min (a(a—2); [$ a(a—1)]), wenn p""+(1 +q,+:-:+ ge) für alleoe=1,...,r. 


& S [4 (a — 1) (3a — 2)] sonst. 

Beweis. Es sei y, die höchste Potenz von p, de in1+g,+::'+ gere enthalten ist. 
Ist m, > 1 und m, | (26, + 1), so folgt wegen (m, p— 1) =1 aus Fm.(4e) = 0 (mod p), 
daß q, = 1 (mod p), ferner m, = p°e mit positivem ganzen ö, und schließlich Fn.(9e) # 0 
(mod p?) gelten muß?). Daraus folgt 

(2) Sp <a. 

Ferner ist 

(3) a=L%ye: 

e=1 

Bezeichnen wir mit M, bzw. N, die Anzahl derjenigen F,„,(4.), die durch p teilbar 
sind und mindestens zwei verschiedene Primteiler der Restklasse 1 (mod p) bzw. nicht 
zwei verschiedene solche Primteiler besitzen, so ergibt sich 


(4) 2M,. +N, sa—1; Z3(M.+N)= 2y9=#- 
e=-1 e=1 


Wir brauchen dabei in den letzten Summen nur über diejenigen o zu summieren, 
für welche q, = 1 (mod p) gilt. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit können wir setzen 


(5) 9 =1i(modp) für 1 so<sa. 

Nach. (2) und (4) finden wir 

(6) ZM,+o<saa—1); a Sala —1)+ N. 
e=1 


0=1 
!) L. Euler, Opera posthuma I, $. 14—10. 
2) Vgl. H.J. Kanold, Untersuchungen über ungerade vollkommene Zahlen, J.f. reine u. angew. Math. 188, 
9&—109, 1941, insbesondere I, (2). 
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Aus einem früheren Ergebnis?) folgt 
E ala —1 
(7 en. 
0=1 
Somit erhalten wir 
(8) »<[2ala—1)]. 
Es sei jetzt | 
(9) Prlii+gn ++ +4, dh N=a—1. 
Ohne Einschränkung der Allgemeinheit können wir dann annehmen 
p-1 


(10) P "li == pa; &£,> 0, ganz; e=2,...a. 
”=0 
Daraus ergibt sich 
(11) g,° = A (mod 5°) für =3,...,a. 
Wäre F33 +1(90) = O (mod q,) für ein A aus 2,..,.o—1 und ein o aus 3,...,a, 


. so müßte &, = 0 (mod 26, + 1), also &,> 2£, sein, was einen Widerspruch bedeutet. 
Insbesondere kann also F35,+1(9.) nicht teilbar sein durch eine der Primzahlen 


I23 + + +» In-ı° 
Wäre F,, ,1(9) = gi, so wäre gi =1 (mod q,), d.h. 26, +1|£&,, was zu dem 


Widerspruch 24, < £, führen würde. 

Wäre F,, +1(9) = pg;, so müßte 2%. + 1 eine Potenz von p sein. Das ergäbe 
ebenfalls einen Widerspruch ®). Wir erhalten also p 4 26, + 1, d.h. 

(12) N, = MM, =d. 

Wir haben dann nach (4) 


a-1 a-ı 
(13) 2x =2 2(M,+N)<s(a—1® + EN, 
0=1 


0=1 


und nach (7) 
(14) 2x <S(a—1)? + Mn N. x - (a—1)8a—2)|. 


Beachten wir endlich noch, daß für eine ungerade vollkommene Zahl wegen 
o(n) = 2n der Ausdruck pP .- nur Primteiler von n enthalten darf, so sehen wir sogleich, 


daß a <r sein muß. Damit ist der Beweis von Satz (1) beendet. 


(15) Zusatz zu Satz (1). Wenn p eine Gaußsche Primzahl ist, können wir q, = 3 
annehmen. Wenn außerdem p > 17 ist, gilt a<r —1. 


Beweis. p=2"+1= 1 (mod 4) führt zup-+1=0(mod3). Für eine Gaußsche Prim- 
zahl ist die Bedingung (p —1, 2%, + 1) = 1 immer erfüllt. Es sei jetzt p = 2° + 1> 17. 
i — 3”, so wäre 
2”"1414= 3 oder 277 =2(1 +3 +--- + 3971). 


Es ist nun F,(3) ein Teiler der letzten Klammer. Für y> 2 müßte aber F,(3) 
mindestens einen ungeraden Primteiler besitzen?). 


2 


3) Vgl. H. J. Kanold, Ein Satz über ein spezielles System von zwei diophantischen Gleichungen, J. f. reine u. 
angew. Math. 189, 243—245, 1952. 

4) Vgl. a.a.0.?°). 

5) Vgl. a.a. 0. ?), I, (21). 


Journal für Mathematik. Bd. 192. Heft 1 
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82. 


ni 2 ) = (,—1, 2%, +1) = 1 und a die Anzahl derjenigen: 


Primzahlen q,, die der Restklasse 1 (mod q,) angehören (o=2,...,r). Dann muß genau 
einer der folgenden Fälle eintreten: 


(16) Satz. Es seı (a —1, 


I. Aus p= +1(mod g,) folgt 2<a<r—1 und 
2ß, < Min (alfa — 2); [2 a(a — 1)]), wenn ' +1+ +: + ge für allee=2,...,r 
2ß, < [4 (a — 1) (da — 2)] sonst. 

II. Aus p= 1 (mod g,) folgt 1 <a<r und 

<Mi en 5 ) 

< Min (ata 1) + 55 19 (9a + 7), wenn 

aArl+q,+ + für aleoe=2,...,r 

a 
15 (9a + 1], wenn |1+q,+: ie g,e und Fop, +1(9.) & 0 (mod p) 


für mindestens ein o aus 2,...,r. 





< „(8a + 1) ‚wenn 1 |1+g-+:''+ 1” und F35,+1(90) = = (mod p) 
für mindestens ein o aus 2,...,r. 


rg 


III. Aus p = —1 (mod g,) und g; &+1 +P En 1 olgt a<r und 


26, —E< Min (at — 2) 4 un ı), wenn g ++: +g% 


a . 
2)’ 
für alle oe =2,...,r 
2B, —E<S[$ala—1) + $] sonst. 
Beweis. Im Fall I ist 9% | (1 +q,+::-+ g2). Der Beweis ähnelt dem von 
0=1 


Satz (1). Da aus pt" = 0,1 (mod g,) folgt, daß p = + 1 (mod g,) ist, muß n außer p 


und q, mindestens noch einen Primteiler besitzen, der nicht der Restklasse 1 (mod g,) 
angehört. Das bedeutet, daß a <r— 2 sein muß. 


Im Fall II gilt 


- &—1 r 
(17) aa Eee u Eee > 
0=1 


Wir können annehmen, daß 

(18) ge = 1 (mod g,) füroe=2,..,a-+1 
erfüllt ist. Es seien M, bzw. N, die Anzahlen derjenigen F„,(9.), die Teiler von 
1+q,+::-+ 9”, ferner durch g, teilbar sind und mindestens zwei verschiedene 


Primteiler ie Restklasse 1 (mod g,) bzw. nicht zwei solche Primteiler besitzen 
e6=32,. -„a@+ 1). M, bzw. N, seien die entsprechenden Anzahlen der F,, (p), die Teiler 


#1 


von 1+p-+:--+p ° und durch g, teilbar sind. Damit ergibt sich 
2M, + N, Ssafüro=2,..,a+t1; 


19 a+l 
1 M, + N+Z(M,+N)=2ı. 
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x—1 
Beachten wir, daß zu jedem #F„(p)|i+p+-+p? 
x—1 
Feaii—rt+P—. +p"'|n 
gehört, so sehen wir, daß 
(20) 2M, + N, + M,+N,=3M, +2N, Sa 
gelten muß. Es ist®) 


a+l 
(21) ee 
0-1 - 

Aus (19), (20) und (21) ergibt sich 
a+l a+l a+l 

6-26, =6 3 (M, + N.) =6M, +4N, + 3(6M, +3N,.) +2N, +3 8N, 
0=1 0=2 


0=2 


a+l 2 
<2a+a-3a+3 2 N, < 2a + 30° + J ala +1). 
o=1 


Somit erhalten wir 

(22) 2B, < P (9a + n\. 

Es sei jetzt (z. B. für o = 2) 

(23) @l1+g,+-:+@% d.h. N,=a. 
Dann gilt ferner 

a. a+l q,-1 ngt2 ee 
24) A+g to +@®=-M ze! PN;  &8,> 0, ganz. 
A=2 x=0 0=3 

Daraus folgt z. B. auch, daß 2%, + 1 = gf sein muß. 

Ist F,,,,1(9) #0 (mod p), so können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit 
annehmen: 

(25) Fa.) = na; gar = 1 (mod per ge). 
Wäre nun F3s,,,+1(9a+1) teilbar durch eine der Primzahlen p, 43, - - -, 9, so ergäbe sich 
daraus der Widerspruch 26,;; + 1 S &a+1- Wäre F35,, 1+1(9a+1) = 95‘, 50 folgte der Wider- 
spruch 26, +1 < &,. Wäre F5,,,,+1(9a+1) = 9,9, so müßte 28.4, + 1 eine Potenz von 
9, sein, und das führte mit (25) zusammen zum Widerspruch’). 

Somit erhalten wir aus (19), (20) und (21) 


Na+ı = Merı = 0; 
6-26, =6M, +4N, + 3(6M, +3N,.) +2N, +3 3N, 


(26) .- 
’ ’ u a 
< 2a +3a(la —1) + 5ala+1) = 59a +1). 


Ist F33,+1(92) = O(mod p), so folgt 
(27) F35,+1(9) = q,p"'; p' = 1 (mod 4) füro=3,..,.a-+1. 

Ist F,,ı(p) teilbar durch ein g,, so folgt = r 4 &,. Da nun &, < «x sein muß, ergibt sich 
. a+1_ 


2 S- 


(28) 
6) Vgl. a.a.0.?). 
7) Vgl. 2.2.0.9). 
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+1 
Nach (27) wäre dann aber p * = 1 (mod 4°) füro=3,...„a+ 1. Dann müßte 
F,,,(p) = €: sein und daraus ergäbe sich der Widerspruch 2%, + 1 <s £,. Somit muß also 


(29) M,=N,=®0 
sein. Das liefert mit (19), (20) und (21) 


a+l 4+ 


1 
(30) 2:2, = EZRM, + N) + EN, <e+ 5 (a +4). 


0=3 0=2 


Im Fall III gilt 
a+l 
(31) 2M,+N,<a—1 füroe=2,..,.a+1; M+ N, + Z(M.+ N) = 3hı— 8, 


0=2 
wenn wir mit M, bzw. N, diesmal die Anzahlen der F,,, (p) bezeichnen, die durch g, 
a—1 
teilbar und Teiler von 1—p + p?— + p ” sind und mindestens zwei verschiedene 
Primteiler der Restklasse 1 (mod g,) bzw. nicht zwei solche Primteiler besitzen. Auch 
hier ist 
(32) 3M, +2N, <a. 


Ferner ist jetzt 
a+l 


(33) EZN,<5(a—1). 


Somit folgt aus (23), (24) und (25), daß 


a+l a+l 
6-(26,—&) =6M, +4N, + 2(6M, +3N,) +2N, +38 N, 


0=2 


< 2a + 3a(a 1) +a+ 5a = a1), 


also schließlich 

(34) 3. —t< ; (3a Bi y 
gilt. Es sei jetzt 

(35) a1 +g+t + 4% also N=a—1. 
Dann können wir setzen 


- -2 a+l _ 
(#6) IA+g+. +" = » =qn Ta; &,> 0, ganz. 
2% 0=3 


BD) +1=M';Fa,,1(9) = nd; ei = 1 (mod 9,); 0 = 3, .. 4. 
Wie früher ergibt sich 
Near = Men = 0; 


(38) 626, —&) = 6M, +4N, + 8 (6M, +3N,.) +2N, +3 8N, 
0=2 0=2 
<2a + 3(la —1)+a+ Saa—1). 


Hiermit ist der Beweis von (16) beendet. 
(39) Zusatz zu (16). Wenn g, eine Gaußsche Primzahl ist, ist 


‘+1 
(n-1, 7 )-a-1 2%. +) =1 


erfüllt. Für q, = 3 können wir insbesondere zeigen: 
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Ist N, die Anzahl der F„(p) |1 + p®+ p +: + p*!, die nicht zwei verschiedene 
Primteiler der Restklasse (mod 3) enthalten und für e die m, |2- 67 gilt, so ergibt sich 


I. für p=1 (mod 3): 

26, < Min (at e a1 (a z a 7 A wenn N, <a und 
3 41+g,+:-+ ge für aleoe=2,...,r; 

2ß, < }ala + 1) sonst; 

II. für p = — 1 (mod 3): 
2, —E S}tala—1), wenn N, =a; 
2b, —ES 7—-4+ - ‚wenn 3"'|1+q,+::-+ ge für ein o aus 2,..., 
i : a—i a? a 

26, —E <s Min (aa — 2 + " ) - 7 + 4 ) wenn N, <a und 
rg ++ ge für alleo=2,. 

Wir beweisen zunächst den folgenden 

(40) Hilfssatz. Wenn x, y, z ganze Zahlen und g eine Primzahl bedeuten, kann von 
den drei Gleichungen 1 + x + x? = q" (m positiv, ganz); I +y+y?=3g; 1+2+22= 34 
höchstens eine gelten, es sei dnnqg = 1; 2x = 2, —3, 18, — 19; y= 4, —5 oder q= +4 

ı 2—= 22, — 23. 

Beweis. Wegen 1 —(k+1)+(k+1)?=1+%+x? können wir z,y,2 als 
positiv annehmen. Es sei zunächst m = 1. Das Zusammenbestehen der ersten beiden 
Gleichungen führt zu (y—x) (i+y-+z2)=2g. Es ergeben sich die drei Fälle: 
y—ı=1,=2, > g. Davon führen der mittlere zug = 7; x = 2; y = 4 und die anderen 
zu Widersprüchen. Das Zusammenbestehen der ersten und dritten Gleichung ergibt 
(.—2)(1 +2+ x) = g(3g — 1). Aus g | 2 — x folgt ein Widerspruch undg|1+z2+ x 
liefert g = 13; x = 3; z = 22. Das Zusammenbestehen der zweiten und dritten Gleichung 
ergibt (a — y) (1 + 2 + y) = 3q(qg — 1). Sowohl aus qg | 2 — y wie auch ausg|1+z2+y 
folgen Widersprüche. Für m > 1 folgt aus einem Satz von Herrn W. Ljunggren®), daß 
m=3;q=7; x= 18, —19 sein muß. 

Beweis von (39). Wir bezeichnen mit M, die Anzahl der F,, (p) i+p+ pp, 
die mindestens zwei verschiedene Primteiler der Restklasse 1 (mod 3) enthalten und für 
welche m, |2- 32°: gilt. Dann folgt?) 

2M, + N,<sa fürp= +1 (mod3); 
(41) we a-+1 für p = 1 (mod 3) 

= = v für p = — 1 (mod 3). 
Im Fall p=1 (mod 3) ergibt sich (vgl. (19)) 

2M, +N, Sa füro=2...,a 


2, = 1, 
(a + 1)? 
#. 


(42) 


Das führt zu 24, s Ak 
®) W. Ljunggren, Einige Bemerkungen über die Darstellung ganzer Zahlen durch binäre kubische Formen 
mit positiver Diskriminante, Acta math. 75 (1942), 1—21. 
9) Vgl. T. Nagell, Des &quations indötermindes 22 + 2 +1 = y" et 2 + 2+ 1 = 3y", Norsk Matematisk 
Forenings Skrifter, Serie I, 2, 1—14, 1921. Aus dieser Arbeit, ferner aus H. J. Kanold, Sätze über Kreisteilungs - 
polynome und ihre Anwendungen auf einige zahlentheoretische Puelkune II, J. f. reine u. angew. Math. 188, 


129—146, 1950, insbesondere Abschnitt III, (27), sowie aus (40) folgt, daß 2 Ne höchstens gleich der Anzahl der ver- 


schiedenen Primteiler der Restklasse 1 (mod 3) von n sein kann. 
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Im Fall p = — 1 (mod 3) ergibt sich (vgl. (31)) 
2M, + N, sa—1 u RT 
3) ar 


2, — 8 +2 + No. 


2 
Das führt zu 2%, —E=s zZ + r , 
Es sei nun N, = a. Dann folgt, daß a gerade sein muß, weil M, + N, gerade ist. 
Ferner können wir annehmen 
M,‚=0; N =0füre=3,..,„a+1; N,=s1, wenn p =1 (mod 3); 
(44) 2 2 
N, = 0, wenn p = —. 1 (mod 3). 


‚Somit folgt nach (42) und (43) 


a+l 
u et N EN, Se + 1) wenn pm med. 
0=3 


2 5" 
Dabei beachten wir, daß aus (42) und N, < 1 folgt: 
2M,<safür N,=0; 2M, +1sa—1für N =1, 
weil wir ja in unserem Fall a als gerade voraussetzen können. Für p = — 1 (mod 3) 
ergibt sich 


> } a 
6) ; 2b —e=5,+ 


Zum Schluß nehmen wir an 
(47) gi 1+9,-+:+@%, d.h. N,=a, wenn p = 1 (mod 3); 


311 +,+::-+@%, d.h. N=a—1, wenn p=— 1 (mod 3). 


Ohne Einschränkung der Allgemeinheit dürfen wir setzen 


für p = 1 (mod 3): 2%, +1= 3; TU+R "+" ) = ep Tg; 
(48) I a ER a+l 
für p = — 1 (mod 3): 28, + 1 = 3e-!; Tl +’: 3 ”) = 3*- Id: 


0=3 
Dabei kommen für die Exponenten £,, &, nur die Werte 1,2 in Betracht'®). Wäre 
N, =1, so folgte aus sp daß mit ganzzahligen v > O einer der drei Fälle 
(49) ++" =, = 3, = 3 
eintreten müßte. Dann müßte es aber zwei Primzahlen g,;, 9,(3 <i,j <a + 1) so geben, 
daß 9,9, <S1-+ p + p? wäre. 
Daraus folgte nach (48) sogleich 


| ws 
pP+i’>gge A u V' +49 n+ 12 _ 


aus (49) könnten wir dann schließen: 
560) PN’ <1- + <sig<6prti; P<SEpH+5—<SHM. 


Weil p<9 wegen p=1(mod4) zup=5 und 145° +5=3-7-31|n zu 
dem Widerspruch 3-5-7 |r führt, können wir also von jetzt an N, = 0 setzen. Wäre 
N,=1 für ein o aus 3,...,a-+ 1, so wären wegen (40) und (48) nur noch die Fälle 


RB, p+1>®; 


| 2’ 


(51) 1+ +” = 3, = 35 mit ganzzahligem » > 0 möglich. 
Das führte aber gleichfalls zu Widersprüchen "). 


10) Vgl. a.a.0.®). 
u) Vgl. a.a.0.3). 
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. a+l 
Nach (48) ist nun F,,,,(9) = 3pf oder = 3q,°;', d.h. p* = 1 (mod ]7 4;e) 
0-3 


oder ger! 1 [mod vl ai) bzw. =1 [mod H de). 


0=3 0=3 
Aus F,:.(p) =0 (mod g,) ergäbe sich x +1 |, also x=1. Aus F,;,(p) = 9, 
— 39,, = 39 ergäben sich Widersprüche '!?). 
Somit können wir in diesem Fall M, = 0 und 


p4 


a+l a+l 
(52) 2B,= EZ(M,+N)=a+_2M,<tala +1) 
0=2 0=3 
annehmen. 


Aus F55,,1+1(9a+ ı) =0 (mod p) oder =0O(modg,) folgte der Widerspruch 
Pa+ı + 1 |&a+ı > 2. 


Fy5,. +1(9a+1) = 92; = 39;, = 392 führt wie oben zu lauter Widersprüchen 


. Also 
folgt schließlich M„;, = 0 und 


M,; 5 1 
2, = > +a+3M,< „ata+); 
0=3 


2, —E= SUR +ZM,<,+a—1 +27" 
2 = A 2 


(53) 
Damit ist (39) vollständig bewiesen. 


83. 
(54) Hilfssatz. Es kann nicht n= p’q1 95 II 4; # 0 (mod 3) sein. 


0=3 


Beweis. Hätte die ungerade vollkommene Zahl n die obige Gestalt, so wäre 


(55) p =1(mod 3); 9, =2 (mod 3) für oe = 3,...,r. 


0=3 


„+1 1 s—1 2 
. Itr+ PR + +2 op+P— 47) tt 


r r 
Ferner müßte 77 (1 + q, + g;) ein Teiler von p*g;g; und ]7 9, ein Teiler von 
)=3 


€ 


0=1 
sein. Auf Grund früherer Ergebnisse!?) ergibt sich daraus 
(56) r—2<s9. 
Die Abschätzung 


on 7.11.18.17.19.23.20 31.37 4.43.47 
6 10 12 16 18 22 28 30 36 40 42 46 
führt zu 
(58) n = (0) (mod 5). 
p = 5 zieht. den Widerspruch n = O0 (mod 3) nach sich. 


9, = 5 führt zu Ti +q,+«) | pa; r—2 = 5. Das bedeutet aber einen Wider- 
0=3 
spruch !), 


!2) Entweder wäre dann g, = 1 (mod p), was zu 3 = O0 (mod p) führen würde, oder es folgten Wider: prüche 
auf Grund früherer Ergebnisse (vgl. a. a. O. °)). 

13) H.J. Kanold, Sätze über Kreisteilungspolynome und ihre Anwendungen auf einige zahlentl.eoretische 
Probleme II, J. f. reine u. angew. Math. 188, 129—146, 1950, insbesondere Abschnitt III, (41). 

14) H..J. Kanold, Folgerungen aus dem Vorkommen einer Gaußschen Primzahl in der Primfaktorenzerlegun 
einer ungeraden vollkommenen Zahl, J. f. reine u. angew. Math. 186, 25—29, 1944, insbesondere (7). 


o 
» 
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9g—=5 führt zu1+5+5°=31|n und wegen p=A(mod 4) und (55) zu 
n = p31’55° 77 g- Weil 1 +31 +---+31*=0(mod 11) gilt, folgt auch 11 |n. 
0-4 


9: = 11 würde wie oben zu dem Widerspruch r— 2 < 5 führen. Daher bleibt nur noch 
übrig 

(59) 4=M und 1+11+11?=7-19|n. 
Daraus folgt ein Widerspruch zu (55), weil keine der Primzahlen 7, 19 gleich p sein kann. 
Somit ist (54) bewiesen. 

(60) Hilfssatz. Es kann nicht n = p*3' II g; sein. 

0=3 
Beweis. 1+3+--.-3! = 112 | n und = 11 liefert wegen 
112 7-19 3-19 3-127 En 


E mr : We  ZEuE  Die 
einen Widerspruch. Wir können deshalb 9, = 11 und 1+141 +: + 11*= 5: 3221 | n 
annehmen. Ferner müssen p=5 und x =1 sein®). Daraus ergibt sich sogleich ein 
Widerspruch; denn es ist 


II +94, +4) #0 (mod 11) und P 4: = 3 #0 (mod 11). 
=8 ’ 


(61) Satz. Es kann nicht n= pi II; sein. 
=3 


0= 
Beweis. Nach (54) und (60) können wir 
(62) 9, = 3; 13 |n; 9, = 2 (mod 3) für e=6,...,r 
voraussetzen. 
I. 1=13; 1+13+--- + 134 = 30941 |n. 
p = 30941 ergibt mit P z— — 3*.191 den Widerspruch 3 |n. 


9. = 30941 liefert 1 + 30941 — - - - + 30941* = 0 (mod 5- 11) und damit 
o(n)_ 13 6 12 14 9 
= su u" 
9 = 30941 führt zu 1 + 30941 + 30941? = 157 : 433 - 14083 | n. 
Wenigstens eine der Primzahlen 157, 433, 14083 muß gleich p oder g, sein, da sonst, 
3%!n folgen würde. Nun ist 157 = 14083 = 3 (mod 11); 433 = 4 (mod 11), d.h., wenn eine 
der drei oben genannten Primzahlen gleich g, ist, folgt 11|n und 1 +11 +11?=7-19|n, 


was 3° |n zur Folge hat. p = 433 liefert Br = 7-34 |n. Auch das ergibt 3°|n, und 


1 + 433 + 433? = 3: 37- 1693 zieht ebenfalls 3° In nach sich. 

1. „= 13; 1+ 13 + 13? = 3-61 |n. 

p = 61 zieht nach sich 31 |n, und daraus folgt entweder 

1+31 + -- + 31 = 0 (mod 5 - 11) 
und damit der Widerspruch '*) 3. 52. 11 | n oder 
1 +31 + 31° = 3.331 |n. 

Das ergibt mit 1 + 331 + --- + 331* =0 (mod 5) den Widerspruch 3-5-13-31 |n, 
der zu 


o(n)_ 13 3:61 32 31, 
n "9m 1%5”7 


führt. 


15) Vgl. a.a. 0.13), (3). 
16) Vgl. 2.2.0. u (3). 
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gq1 = 61 ergibt 1 4 61 + -- + 61% = 5- 131 - 21491 | n. Und 9 = 5 führt wieder zu 
o(n)_ 13 3-61 32 31. 
n "910 135” “ 
9, — 5 führt zu 3-5°- 11 |n"”). 
Wir erhalten also in diesem Fall 
n = 5°: 61%. 95- 3°- 13°. 5-5 9, = = 4 = 2 (mod 3). 


Ferner muß x=1 sein, da 1+4,+9g=#0(mod5) für o=3,...,r und 
+9 ++ 9 =# 0 (mod 5?) ist. Wir können somit q, = 131 und q, = 21491 annehmen. 
Das führt zu 1 + 131 + 131? = 17293 In und g; = 17293. Somit ergibt sich 


n = 5. 61* - 17293* - 3°. 13° - 131°. 21491? 2-2. 


Das führt aber sogleich zu einem Widerspruch, da 


1 + 17293 +» + 17293 = 5 =& 0 (mod 131) 


3: 
a = 
wegen (62) zul +7 +--- + 7*= 2801 |n. Wir können 9, = 2801 annehmen, weil sonst 
3-5-7|n wäre. Aus 1 + 2801 + 2801? = 37: 43 4933 folgt 3* | n. Und , = 97 = — 2 
(mod 11) führt zu 1 +97 +--- + 97 = 0 (mod 11). 9 = 11 liefert 3-5- 11 |n. Dann 
müßte p=5,& = 1 und 3? |n sein. 9 = 11 führt zu 1 + 11 + 11? = 7:19 |n. Wegen 
7-19 =3 (mod 4) ergibt dies aber nach (62) einen Widerspruch. 


1. p=13; PF!=7]|n. 
n=17; 14+7+---+7= 2801 |n. Wir können gq, = 2801 setzen, da sonst 
3.5.7 |n folgen würde. 1 + 2801 + 2801? = 37: 43: 4933 |n besagt, daß eine der drei 
letztgenannten Primzahlen gleich q, sein muß, da sonst 3° |n wäre. Für 9, = 37 ergibt 
1+37+---+37= 0 (mod 11) den Widerspruch 3? - 7%. 112. 13 - 192 |n, der zu 
o(n) 
n 


95 = 61 liefert 1 + 61 + 61?= 3-13: 97 |n. Und p = 97; p 7°|n führt 


> 2 führt. 1 +37 + 37? = 3-7-67 zieht 3° |n nach sich. 


4=17;1+7+7=3-19|n. Hier führt q, = 19 zu 151-911 |n und 9 = 151, 
%= M1, da sonst 3-5-7|n wäre. 1+ 151 + 151? = 3-7: 1093 liefert g, = 1093 
wegen (62). Nun besitzt 1 + 911 + 911? mindestens einen Primteiler der Restklasse 
I (mod 3), der von 7, 13, 19, 151, 1093 verschieden ist. Das steht im Widerspruch zu (62). 
9; = 19 ergibt 3- 127 |n. Nach (62) können wir q, = 127 annehmen. Es ist 


1 +127 +--- + 127° = 262209281 = 12641? + 25 - 2024? = Primzahl. 


Wäre diese Primzahl gleich g,, so wäre 3-5: 7 |n. Wäre diese Primzahl gleich g,, so 
dürfte 1+ 9, + 9; als Primteiler nur 13, 127, g,, 7, 19 besitzen. Davon fallen 127, 7, 19 
weg, so daß höchstens 1 + g, + 95 = 13” q3 sein könnte mit y=1,2,3,4. Da die linke 
Seite dieser Gleichung kongruent 3(mod 4) ist, folgt g, = 3 (mod 4) und y = 1,3. 

Aus 1+4+g =3(mod 7) und 13°.) = +1 (mod 7) folgt ein Widerspruch. 
Somit bleibt nur noch y = 1. Es läßt sich leicht feststellen, daß 1 + q, + 95 #0 (mod 13?). 
Also ist auch x = 1. Nun ist aber 1+ 9, + 4 = 3 (mod 5), also 139, = 3, d.h. q, =1 
(mod 5). Damit ergibt sich schließlich der Widerspruch 5 |r. Somit ist die Richtigkeit 
von (61) vollständig gezeigt. 


17), Vel. a.a.0. 2), (3). 
Journal für Mathematik. Bd. 192. Heft 1 
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$4. 


k r 
(63) Satz. Es kann nicht n = p’ II q: II 9; sein. 
“ si Aukıl 
Beweis. Wir können 3 |1 + p? + p* |n annehmen. 


(n) 


Der Fall 3° |n führt zu 11 |n und zu dem Widerspruch . > 2. 


Ist q, = 3, so können wir 13 |n und g =: -- | 9 = 2(mod 3) annehmen. 

I. p = 13 liefert 7: 3- 61- 157 |n. Weil 61 |n zu 3-5-7 |n führt, bleibt noch zu 
untersuchen g, = 61; 7%. 157*|n und wegen 1 +61 + 61? = 3-13-97 |n auch noch 
97° |n. Aus 97 = — 2(mod 11) folgt 11 |n. Dann ergibt sich aber entweder 3-5-7 |n 
ee. > 2. 

n 


oder 19 |n und 
II. q, = 13 liefert 61 |n. Es muß p = 1 (mod 3) sein, weil sonst 3° |n wäre. p = 61 

’ er o(n)_13 31 3-61 32, a sn \ 

führt zu 31 |n; 5 |n und „> 975 716 4° 2. Und 61*|n führt zu 5|n. 


er > 2. Aus 54] n ergibt sich 11 - 71 | n und 


on) 


Aus g=5 ergibt sich 31|n und we . >2 


III. 13* |n liefert 30941 | n. 
p = 30941 führt mit p En : — 3%, 191 |n zu einem Widerspruch. 


Aus 1 + 30941 + +: + 30941* = 0 (mod 5 - 11) folgt 3-5°- 11 |n. 
Somit bleibt noch der Fall q, = 30941 zu untersuchen. Es ist dann 


1 + 30941 + 30941? = 157 - 433 - 14083 | n. 


Da 157 = 14083 = 3 (mod 11); 433 = 4 (mod 11) gilt, kann keine dieser Primzahlen 
gleich einem q;, sein, weil sonst 11 |n wäre und daraus sich nn > 2 ergeben würde. 
Es müssen also mindestens zwei dieser Primzahlen genau in der zweiten Potenz in n 
enthalten sein. Das führt aber sofort zu dem Widerspruch 3? !n. Also ist (63) restlos 
bewiesen. 





Eingegangen 14. September 1951. 





Sur certains espaces de fonctions holomorphes. 1. 


Par Alexandre Grothendieck, Nancy. 





$ 1. Introduetion. 


1. Sujet et plan. Cet article est destine a apporter quelques generalisations et 
complements ä l’artiele de G. Köthe sur le meme sujet (ec. f. [7 ]')). Ila ete congu neanmoins 
de fagon independante, ä la suite de la lecture du travail [11] de J. Silva, dont une mise au 
point s’imposait. Toutesfois, il convient de signaler que l’essentiel du $ 6 a et& inspire par 
laleeture du travail de M. G. Köthe, que ce dernier avait eu l’amabilite de me communiquer. 

Ge travail comprend trois parties. Les deux premieres (la, Ib), assez el&mentaires, 
ne s’appuient que sur les techniques generales exposees dans [4]. Dans la derniere partie II 
($$ 7 et 8) au contraire nous sommes plusieurs fois obliges de nous appuyer sur des resultats 
non encore publies (mais que je compte publier prochainement). Voici un sommaire des 
trois parties annoncees. 

la. Nous donnons d’abord deux paragraphes preliminaires ($$ 2 et 3), sans pretention 
a l’originalite, sur les fonctions holomorphes ä valeurs dans un espace vectoriel localement 
convexe arbitraire E. Le premier, qui donne les definitions et quelques proprietes ele- 
mentaires constamment utilisees des fonctions holomorphes, est indispensable pour la 
comprehension de la suite. Le second paragraphe donne les criteres d’holomorphie relatifs 
aux espaces E les plus importants. 

Ib. Les trois paragraphes suivants ($$ 4, 5, 6) constituent un developpement, en 
langage moderne et avec la generalit& qui lui appartient, de l’id6ee de J. Silva. Cette 
generalisation se fait dans plusieurs directions. 

1. Au lieu d’envisager des espaces de fonctions holomorphes ordinaires et leurs 
applications lineaires, nous envisageons d’emblee des espaces de fonctions holomorphes ä 
valeurs dans un espace vectoriel localement convexe E. 

2. Nous obtenons plus de symetrie et möme de simplicite dans l’expose, en consi- 
derant deux parties complömentaires 2, et 2, non vides quelcongues de la sphere de 
Riemann, et un accouplement entre les espaces P(2,,E) et P(Q,, E’) des fonetions 
holomorphes locales sur 2, et 2,, ä valeurs respectivement dans E et son dual E’, — au 
lieu de supposer 2, ouvert, 2, ferme, et de distinguer entre ces deux cas. D’ailleurs, les 
tres nombreux espaces vectoriels topologiques de foncetions holomorphes locales qu’on 
obtient ainsi jouissent de proprietes aussi simples que ceux pour lesquels 2, est ouvert 
ou ferme (comme nous le montrerons au $8). 

3. Nous donnons une representation integrale pour toutes les applications lin6aires 
bornees d’un espace P(2,, E) dans un espace localement convexe complet queleonque 
($ 5), le passage de la determination des formes lineaires continues ä cas general se faisant 
par une methode-de transposition assez standard. 


1) Les numeros entre erochets renvoient ä la bibliographie plac6e ä la fin de cet article. 
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4. Au $6, nous obtenons un theoreme de structure pour toutes les applications 
lineaires continues d’un espace P(2,, E) dans un espace localement convexe complet 
quelconque, grace ä une extension de la notion de fonction holomorphe locale, extension 
qui pourra ne pas sembler simple ä certains, mais qui, comme nous le montrons, devient 
tres simple dans les cas particuliers les plus importants. 

5. Enfin, nous donnerons ailleurs quelques indications montrant comment la theorie 
de J. Silva peut se generaliser a une vaste classe d’&quations elliptiques sur une variete®), 
gräce au formalisme des noyaux-distributions introduit par L. Schwartz. 

II. La derniere partie de ce travail — &tude topologique des espaces de fonctions 
holomorphes introduits prec&edemment — est sans doute la plus originale et la plus 
importante. Plus encore que dans les paragraphes precedents, les methodes empoye6es 
sont susceptibles de generalite. Malheureusement, sauf le theor&me 5 du $ 7 et l’essentiel 
du $8, N’s I et 3, ces methodes ne sont pas el&mentaires, i. e. ne sont pas encore de 
technique courante; elles s’appuient en partie sur des resultats non publi6s que nous 
sommes obliges d’admettre. 

Le $7 est consacre ä l’expose des proprietes topologiques des espaces H(O, E) de 
fonetions holomorphes sur une variete holomorphe queleonque O (ä une ou plusieurs 
dimensions complexes), ä valeurs dans l’espace veetoriel localement convexe E. Nous 
degageons d’abord, des paragraphes 3 et 4, une importante propriete topologique intrin- 
seque de l’espace H(O) des foncetions holomorphes complexes sur O, propriete qui reste 
valable möme si O n’est pas, comme dans les paragraphes precedents, un ouvert de la 
sphere de Riemann. Pour &noncer cette propriete, nous avons besoin d’une notion de 
produit tensoriel topologique, que nous esquissons rapidement. Il apparait alors que 
H(0) appartient ä une importante classe d’espaces, que j’appelle espaces nucleaires, 
ayant entre autres des proprietes analogues ä celles qui apparaissent dans certains espaces 
de fonetions indefiniment differentiables dans la theorie de L. Schwartz (par exemple les 
espaces (E) et (©) (ec. f. [9]). La proposition 7 et son raffinement, proposition 9, indispen- 
sables pour la suite (et que nous admettons ici) en resultent;; elles semblent essentiellement 
nouvelles. Tous les resultats ulterieurs du $7 pourraient s’enoncer en termes abstraits 
dans la theorie des espaces nucleaires. Nous donnons en partieulier: un ceritere de com- 
paeite dans H(O, E) (qui n’est autre qlie le classique et 6l&mentaire th&or&me de Montel), 
et de faible compaeite (th. 5 et 6), d’oü un critere pour que H(O, E) soit un espace (M), 
resp. reflexif; la determination du bidual de H(O, E), et une condition pour que cet espace 
soit distingue dans le sens de [4] (th. 8 et 9). Ces derniers th&or&mes sont obtenus iei en 
plongeant H(O, E) dans l’espace de Schwartz € (0, E) des fonctions indefiniment differen- 
tiables surO ä valeurs dans E, dont les formes lin6aires peuvent se representer concretement 
par les möthodes de L. Schwartz. Nous esquissons rapidement les proprietes essentielles 
des espaces & (0, E) ($ 7, N° 2). Comme consequence, nous obtenons aussi une caract£ri- 
sation simple de la topologie faible sur une partie bornee de &(O, E), s’appliquant de 
facon evidente aux sous-espaces vectoriels fermes de & (0, E), et en particulier a 4 (0, E) 
(th. 7). 

Enfin, le $8, qui donne l’&tude topologique interne des espaces P(2,, E) (2, etant 
une partie arbitraire de la sphere de Riemann) se rattache de nouveau directement au 
$4, et est pour l’essentiel de nature plus el&ömentaire que le $7. Il se termine par un 
exemple tres simple montrant que les hypothöses faites dans l’enonc& des propositions 
qui pr&cedaient ne sont pas superflues. 


®) Veir: Sur les espaces de solutions d’une classe gen6rale d’&quations aux deriv6es partielles, Journal d‘Ana- 
Iyse Mathömatique, Jerusalem, 1953. M. ./. Dieudonne avait de son cöt& apergu la possibilit6 d’une gen6ralisation 
de cette nature. 
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2. Notations. De fagon generale, nous suivons la terminologie des «Elements » de 
N. Bourbaki. Plus partieulierement, nous supposons une bonne connaissance de [2]. — 
Tous les espaces vectoriels topologiques envisages seront localement convexes et separes; 
nous utilisons constamment les notations et techniques de dualit& generale de l’article 
fondamental [4]. En particulier, si E est un espace vectoriel topologique, on designera 
par E’ son dual, et par <x, x’) le produit scalaire de zeE par de E. 

Les lettres grasses R et C dösignent respeetivement le corps des reels et des 
complexes. 

3. Rappels sur l’integrale faible. Soit M un espace localement compact muni d’une 
mesure de Radon w. Une fonction f definie sur M, a valeurs dans l’espaces vectoriel 
localement convexe E, est dite scalairement integrable, si pour tout x’€E’, la fonction 
E— <f(£), ©’> est sommable. La somme de cette derniere depend alors lineairement de x’, 
c’est done une forme lineaire sur E’, c’est ä dire un elöment du complet6 faible E de E. 
Soit X cet element on pose: X = [ f(£) du(£), et on l’appelle integrale de la fonction f. 
Avec cette definition, les propri6t6s el&mentaires usuelles de l’integration se verifient 
trivialement. 

Le critere le plus important qui permette d’affirmer que X€E (et non seulement 
XeE) s’obtient ainsi: on montre d’abord par une application facile du «th&oröme des 
bipolaires » ([4], prop. 1) le 


Lemme 1. Si u est bornee, de norme || u ||, (masse totale si u est positive) on a 


[Ho And e|| u |Ih- K 
ou K est l’enveloppe convexe cerclee faiblement fermee dans E de l’ensemble des valeurs 
prises par f. 

On en deduit aussitöt le 

Lemme 2. Si f est fonction continue ä support compact, u quelconque et si on suppose 
que dans E l’enveloppe convexe cerclee fermee d’un ensemble compact soit compacte, alors [ 
est faiblement integrable, et son integrale est dans E. 

La propriete envisagee ici sur E, savoir que l’enveloppe convexe cerelee fermee 
d’un compact soit compacte, s’introduit ainsi naturellement chaque fois qu’on se propose 
d’integrer des fonetions continues ä valeurs dans E. Elle est pratiquement assez peu 
restrietive; entre autres, tous les espaces complets la possedent. 


$2. Generalites sur les fonetions holomorphes a valeurs vectorielles. 


Theoreme 1. Soit f une fonction definie dans une partie ouverte O du plan complexe 
4 valeurs dans l’espace vectoriel localement convexe E. Les trois proprieies suivantes sont 
equivalentes: 

1) Pour tout x’ € E', la fonction z — <f(z), x’» est holomorphe. 

2) f(z) est faiblement continue, et pour tout chemin rectifiable ferme simple I’ dans O 


dont l’interieur soit contenu dans O, on a 


(1) 3 [f@) dz—=0. 


3) f(z) est faiblement continue, et pour tout chemin rectifiable ferme simple I’ dans O 
dont l’interieur soit contenu dans O, et tout point z interieur a ce contour, on a 


2) | Ve 
} 
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Nous dirons alors que f est fonction holomorphe dans O. Il suffit, pour que f soit holo- 
morphe, que l’on ait 

4) f(z) est faiblement derivable dans O, 
et cette condition est necessaire si dans E l’enveloppe convexe cerclee fermee d’un compact est 
compacte’). Dans ce cas, f(z) est möme indefiniment fortement differentiable, et on a pour 
tout ze O0 

r E) dE 

3 nz) = AUGE: z et I’ comme dans 3). 

( ) f (2) =] (£E — z)r +1? ) 
De plus, sous ces conditions, on a: 


5) Autour de tout point z&£O, on a le developpement taylorien 


(4) e+N=- Zum (=) 


la serie du second membre etant uniformement sommable pour |h| < r, ou r est un quelconque 
nombre positif strietement inferieur ä la distance de z ä CO. Reciproquement, si f admet 
autour de chaque point s€O un developpement comme ci-dessus, la serie etant faiblemen! 
convergente vers [(z + h) pour h assez petit, alors f est holomorphe dans O. 

Demonstration. L’&quivalence de 1), 2) et 3) resulte trivialement de la definition de 
l’integrale faible et des proprietes correspondantes pour fonctions a valeurs complexes. 
De möme le fait que 4) implique l’holomorphie. Montrons la r&ciproque sous les conditions 
envisagees dans l’enonce. De toutes facons, f(z) est faiblement indefiniment differentiable 
dans le complete faible £ de E (espace de toutes les formes linsaires sur E’) car cela signifie 
exactement, comme on verifie tout de suite, que pour tout x’ € E’ la fonction z — <f(z), x 
est fonction indefiniment differentiable. f”( en est alors la forme linsaire sur E’ definie par 


fr (2), X) = = IQ), 


De cette formule resulte que dans E, on a 


oz) — 7 m dE 
— in (E — yr+1 ’ 


ä cause de la formule analogue pour fonctions complexes. Reste ä montrer que les f”(z) 
sont tous € E (d’oü resultera que f(z) est indefiniment faiblement differentiable dans E) 
puis que f(z) est möme fortement indefiniment differentiable. Pour le premier point, 
a cause de la formule integrale pour /"(z) et ’hypothöse faite sur E, il suffit de montrer 
que f(£) est fonetion fortement continue. Soit done zEO,etr > 0 telque |h | < r implique 
2-+heO, soit K l’enveloppe convexe cerel&e ferm6e dans £ de l’ensemble des valeurs des 
f(z + h) pour ces valeurs de h. On a pour |h|<r: 


f(z + h) — /(2) - [ra 


d’oü (par la formule de la moyenne generalisee) f(z+ h)—flz)eh-K. Comme |e 
premier membre est dans E, on peut dans cette formule remplacer K par Kr E, qui est 
une partie bornee de E (car &videmment faiblement born&e). La continuite de f au point 2 
en resulte immediatement. 


®) Il nous arrivera par la suite le parler des deriv6es d’une fonetion holomorphe ä valeurs dans E, sans supposer 
que dans E l’enveloppe convexe cerelöe fermede d’un compact soit forc&ment compacte. Nous sous-entendrons 
alors qu’on considöre les derivees comme fonctions holomorphes & valeurs dans le complit de E (dans lequel la 
condition relative aux enveloppes est verifice). 
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Reste a montrer que f(z) est m&öme fortement indefiniment differentiable. Par 
recurrence, puisque les f'”(z) sont elles m&mes des fonetions holomorphes A valeurs dans E, 
on est ramene a montrer que f(z) est fortement differentiable. Mais on a 


z+h 
z+h) —fl(z j Wr 
BR ra; | rea- 


par suite le premier membre est contenu dans l’enveloppe convexe cerclee fermee de 
l’ensemble des valeurs f’(£) — f’(z) quand £ varie sur le segment (z, z + h). Mais comme 
f (£) est fonetion fortement continue parce que holomorphe, il suit aussitöt que le premier 
membre tend vers zero fortement si h tend vers zero, e. q. f. d.®). 

Sous ces conditions, demontrons 5). Tout d’abord, il resulte de la propriete analogue 
pour les fonetions complexes que l’on a bien convergence faible de la somme infinie (4) 
vers f(z + Ah), il faut montrer qu’on a en fait sommabilite forte et uniforme pour |h|<r. 
Soit 7’ une eirconference de centre z, de rayon RA > r avec R < distance dezä CO. Ona 


de 5. 2aR 1 £ 
„= 0) ar e) 11,5 doü € . mi K, 


oü K est l’enveloppe convexe cerclee fermee de f(/'), done compact. Le terme general de 
la somme (4) est donc &l&ment de #"K, oü = r/R <1. La sommabilit& uniforme de la 
somme infinie (4) en resulte esse (la serie est meme absolument convergente 
dans l’espace norm6 obtenu en munissant l’espace C- K engendre par K de la topologie 
definie par la «boule» Ä). — Enfin la reciproque est &vidente, car si f est donnee par un 
developpement taylorien faiblement convergent au voisinage de tout point de O, il en 
sera de mö&me des fonctions scalaires <f(z), x’», qui seront done holomorphes, donc f sera 
holomorphe. Le th&oreme 1 est done compl&ötement demontre. 


Remarque 1. Si on suppose que dans E l’enveloppe cerclee fermee d’un compact 
est compacte, pour verifier qu’une fonction f(z) est holomorphe, il suffit de verifier qu’elle 
est continue, et que pour quelque partie totale M< E’, x’ € M implique que <f(z), x’> est 
fonction holomorphe. Car pour un chemin rectifiable 7’ donne, on sait deja que l’integrale 
[fe dz est element de E, et pour verifier que cette integrale est nulle, il suffit de verifier 
F 


que son produit scalaire par toute z’e M lest. 

CGomme application de cette remarque, supposons que F soit un sous-espace vectoriel 
de E (pas necessairement ferme), muni d’une topologie localement convexe propre plus 
fine que la topologie induite par E, et pour laquelle l’axiome relatif aux enveloppes 
convexes cerclees ferme6es soit verifie. Alors les applications holomorphes de O dans F 
muni de cette topologie, sont identiques aux applications continues dans F, qui sont 
applications holomorphes dans E. 

D’ailleurs, rappelons ä ce propos que pour verifier que f est continue, il est souvent 
plus commode de. verifier que l’ensemble des valeurs prises par f sur un compact est 
compact, et que <f(z), x’) est fonction continue de z pour tout x’€e M (mais ce dernier 
fait resultera deja de l’holomorphie de cette fonction). 

Ges Femarques seront constamment utilisees dans nos exemples ult£erieurs. 


') (es deux raisonnements valent plus generalement pour prouver p.ex. que a) si une fonction f sur un ouvertO 
de KR" ou de C*, ä valeurs dans E, est faiblement continüment differentiable dans E (i. e. si pour tout z’eR’ la 
fonetion <f(£), x’> est eontinüment diff6rentiable) alors f est fortement continue, et b) si de plus f’(£) est eE et 
application continue dans E, alors elle est derivee forte de f. (Ce dernier fait, dü & L. Schwartz, est constamment 
utilise dans son travail [10].) Notons encore dans cet ordre d’id&es qu’on d&montre de fagon toute analogue (ou A partir 
de ce qui pr&cöde) que si X est complet et f est m fois faiblement continüment differentiable duns E, alors elle est 

-1 fois fortement continüment differentiable dans E. 
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Remarque 2. Pour que f(z) soit fonction holomorphe, il faut (et il suffit evidemment) 
que pour tout z€O existe un voisinage U de z dans O et un ensemble born& convexe 
cerele K dans E (qu’on peut möme choisir comme enveloppe convexe cerclee fermee d’un 
compact) tel que f(z) soit holomorphe en tant qu’application de U dans l’espace norme 
C: K muni de la norme definie par la boule K. N 

Ce fait est par exemple contenu dans la derniere partie de la demonstration du 
theoreme 1, du moins quand l’axiome des enveloppes est v£erifie. Mais on s’assure imm6- 
diatement de la validit& generale de ce fait en passant au complete de E. En fait, on peut 
möme prendre pour U n’importe quel voisinage compact de z dans O, limite pour fixer 
les idees par un contour rectifiable 7’, et pour K l’enveloppe convexe cerclee fermee de f(T'). 


Comme application, on voit que si deux topologies localement convexes sur F 
donnent les m&mes parties bornees (par exemple), elles definissent la möme notion de 
fonetion holomorphe. (D’ailleurs, le fait que dans la definition m&me de la notion de 
fonction holomorphe, seule la topologie faible de E intervient en fait, est un cas particulier 
de cette remarque). Exemple: Soit E un espace (75) (ou plus generalement un espace tonnelc 
ou complet —e. f. [3]), F un espace localement convexe arbitraire, f(z) une fonction de la 
variable complexe z, a valeurs dans l’espace L(E, F) des applications lineaires continues 
de E dans F. Alors il revient au m&me de dire que f(z) est fonction holomorphe, qu’on 
munisse L(E, F) de la topologie de la convergence uniforme sur les bornes de E («topo- 
logie uniforme » quand E et F sont des espaces de Banach) ou de la topologie de la con- 
vergence simple; il faut et il suffit pour cela que <f(z)- x, y’» soit fonetion holomorphe 
de z pour tout zeE, y'eF’ (le dual de L(E, F) muni de la convergence simple est en 
effet l’ensemble des combinaisons lin&aires des formes du type u— u-a,y'»). 


Remarque 3. Si f(z) est fonction holomorphe dans O0, on a f f(z) de = 0 chaque 
F 


fois que J'est un contour rectifiable qui soit le «bord » (au sens algebrique) d’un domaine U 
d’adherence compacte contenue dans O. Cela resulte en eflet immediatement du fait 
analogue pour les foncetions holomorphes complexes. 


Remarque 4. La somme de deux fonctions holomorphes dans O est &videmment 
holomorphe. On a un 6nonce analogue pour le «produit » de deux fonctions holomorphes, 
sous les conditions generales suivantes. Soient E, F, H, des espaces localement convexes, 
B(x, y) une application bilinaire de Ex F dans H, continue par rapport & chaque variable, 
soit f(z) (resp. g(z)) une application holomorphe de l’ouvert O dans E (resp. dans F). 
Alors on peut affirmer que l’application B(f(z), g(z2)) est holomorphe quand l’une des 
conditions suivantes est verifiee: 


a) Dans E l’enveloppe convexe cerclee fermee d’un compact est compacte, ou dans 
E’l’enveloppe convexe cercl&e ferm6e d’un ensemble compact — pour la topologie de 
Mackey r(E’, E) par exemple — est compacte. 

b) Pour tout z€0, il existe un voisinage U de z dans O tel que l’enveloppe convexe 
cerel&e fermee de f(U) soit compacte. 

La d&monstration est standard. Applıquant la definition des fonctions holomorphes, 
on est ramene& de suite au cas oü H est le corps complexe. Alors B est une forme bilineaire 
separement continue, qui s’identifie done a une application faiblement continue de F 
dans E’. Il faut donc prouver l’holomorphie de la fonction <f(z), B- g(z)>, on est done 
ramene au cas oü F=E', B ötant la forme bilineaire canonique sur EXxE’. On peut 
supposer par raison de symeötrie, si a) est verifie, que c’est dans E que l’axiome des enve- 
loppes est verifie. On est donc ramene ä l’hypothese moins restrietive b). Nous voulons 
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montrer que la foncetion <f(z), g(z2)>» admet la derivee <f(z), g’(z)» + “f’(z), g(z)». En 
eflet,on a 


. («ft + h), g(2+ h)> — <f(z), 8(2)> ‚g(2+h)>»+ <f(2), 


Sih —0, le deuxi&me terme tend vers f(z), g’(z)>, il faut donc montrer que la difference 
du premier terme et de <f’(z), g(z)> tend vers 0. D’ailleurs on peut dans cette difförence 
remplacer <f’(z), g(2)» par <f(z), g(2 + h)», car de l’hypothöse resulte que f’(z)EE, et 
d’autre part g(z + h) tend vers g(z) faiblement. Il faut done montrer que 


NZ _ po, ge+ m) 





yr Je+h)—I() 8(2+h)—g(2) 
| r z 


tend vers 0 avec h. Mais de !’'hypothese sur f resulte qu’il existe un compact K converxe 


f{2 + h) —f(2) 
h 


cerclö tel que — f(z)eh- K pour h assez petit. D’autre part, g(z + h) 


reste dans un borne A de E’ pour h assez petit. Comme l’ensemble des <x, x’), oü zeK, 
x'€ A, est alors borne d’apres le theoreme de Mackey sur les bornes, la conclusion 
voulue suit aussitöt. 

Remarque 5. Les definitions et reinarques de ce paragraphe s’etendent de facon 
svidente au cas de plusieurs variables complexes. Comme de plus la notion d’holomorphie 
est purement locale, on a une notion &vidente de fonction holomorphe sur une variete 
holomorphe (& une ou plusieurs dimensions complexes). 


$ 3. Exemples divers de fonetions holomorphes vectorielles. 


a) E est l’espace des fonctions complexes continues sur un espace localement 
compact M, avec la topologie de la convergence compacte: les applications holomorphes 
f(z) deO dans E s’identifient aux fonctions continues f(z, t) definies sur l’espace produit 
0x M, telles que pour tout {€ M, z— f(z, t) soit fonction holomorphe. 

En effet, dans cet enonce on a exprim6 d’une part la continuite de l’application f(z), 
d’autre part ’holomorphie des fonctions 2 — <f(z), 2’) oü x’ parcourt une partie totale 
du dual de E — savoir l’ensemble des «masses ponctuelles » sur M. La remarque 1 du $2 
s’applique effectivement, car l’espace E est ici complet. 

De la möme facon, on traite l’exemple 

b) E= (Er), espaces des fonctions m fois continüment differentiables sur R" 
() Sm < + ©) avec la topologie usuelle de la convergence uniforme des derivees 
d’ordre < m (voir [9]). Les applications holomorphes de 0 dans E s’identifient aux 
fonctions f(z, t) sur l’espace produit Ox R", telles que 1) pour tout z€O, f(z, t) est fonction 
m fois continüment differentiable de t, et ses derivees d’ordre < m sont fonctions continues 
sur l’espace produit Ox R", et 2) pour tout te R", f(z, t) est fonction holomorphe de z. 

Dans ce critere, on peut bien entendu remplacer R" par un ouvert de R", ou au 
contraire par une adherence d’ensemble ouvert. On aurait encore des &nonces tout analo- 
gues en remplagant R" par une vari6te, les espaces fonctionnels par des espaces de champs 
tensoriels ete. On peut aussi supposer dans les deux exemples pr&cedents que E, au lieu 
d’etre un espace de fonctions complexes, est un espace de fonctions ä valeurs dans un 
espace localement convexe quelconque. 

Du critere a) et a l’aide de la remarque 1 du $ 2, on tire facilement d’autres criteres 
d’holomorphie lorsque E est un quelconque espace de fonctions continues. Ainsi, la 
caracterisation simple connue des parties compactes des espaces (S) (resp. (O,)) des 
fonetions indefiniment differentiables sur R" et a decroissance rapide (resp. a croissance 
lente) (e. f. [9], vol. 2) donne aussitöt: 


Journal für Mathematik. Bd. 102. Heft 1 
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c) Les applications holomorphes de O dans (©) (resp. (O,)) s’identifient aux fonc- 
tions f(z, t) sur Ox R" telles que 1) pour tout z€O, f(z, t) est fonction indefiniment dific- 
rentiable de t, 2) pour tout te R", f(z,t) est foncetion holomorphe de z, et 3) pour tout 
compact K<0 il existe une suite de fonctions positives (h„) €(&) (resp. € (O,)) sur R", 
telles que pour tout indice de derivation p d’ordre m, on ait | Drf(z, 1)| < h„(t) pour ze K 
et quel que soit t. 

Pour les espaces de distributions qui ne sont pas des fonctions continues, on a des 
eriteres d’un autre type, resultant de la remarque 2 du $2. Par exemple la structure 
connue des ensembles bornes dans l’espace (D’) de toutes les distributions sur R" 
(e. f. [9], t. 1, p. 85—86) donne aussitöt: 

d) Pour que l’application /(z) de O dans (®’) soit holomorphe, il faut et il suffit 
que pour tout ouvert O, relativement compact dans 0, et tout ouvert relativement 
compact U< R", existe une fonetion F(z, t) continue sur O,x U, holomorphe en z, et 
un indice de derivation fixe p sur R", tel qu’on ait pour tout z€O: 


f(z2) = DuF(z, t) dans U. 


Un peu moins &vident est le cas oü E est un espace LP? construit sur un espace 
localement compact M ä l’aide d’une mesure positive u: 

e) Pour qu’une application f(z) = f(z,t) de © dans Zr(1 <sp< + x) soit holo- 
morphe, il faut et il suffit qu’elle soit continue, et que en modifiant au besoin pour tout 
z€0 la fonetion f(z, t) sur un ensemble localement negligeable (dependant de z), la fonction 
f(z, t) soit holomorphe en z pour tout te M. 

Demonstration. 1) Suffisance. Il suffit de voir que pour toute forme lineaire sur Lr 


definie par une ge LP’, (> + 5 = ı, la fonction de z 


Fe), 92,.— S Ha, t) gt) du(ı) 
est holomorphe (car dans tous les cas, LP’ est une partie totale du dual de Zr). Posons 
h(z,t) = f(z, t) g(t), on est ramene ä ceci: soit h(z, t) une fonction satisfaisant aux con- 
ditions de l’&nonce, avec p = 1; montrer que [ h(z, t) dı(t) est fonetion holomorphe de z. 
Il faut done montrer que pour tout chemin rectifiable ferm& simple 7’ dont l’interieur est 
contenu dans O0, on a fdz [h«z, t) du(t) = 0. Tout revient a montrer qu’on peut inter- 
r 


vertir les signes d’int6gration, c’est ä dire (comme on a dejä S\dz| f |gtz, t) |du(tı) <+ &) 
F 


que g(z, t) est mesurable sur l’espace produit /'x M (T' etant muni de la mesure dz). Cela 
resulte du lemme suivant, qui a son interet propre: 

Lemme. Soit O un espace metrisable localement compact, M un espace localement 
compact muni d’une mesure u, f(s, t) une fonction complexe definie sur Ox M, telle que pour 
tout seO, f(s,t) soit fonction mesurable de t, et que pour twut te M, fi(s, t) soit fonctien 
continue de s. Alors quelle que soit la mesure v sur O, f(s, t) est mesurable sur Ox M pour la 
mesure produit v ® u, et de facgon plus precise: pour tout compact B< M, tout compact 
A<O et tout e> 0, existe un compact K<B tel que u(Br CK) <e, et que f(s, t) soit 
continue sur AXx K (de sorte que le critere de Lusin se trouve verifie sur Ox M). 

Demonstration du lemme. En vertu du critere de Lusin, le lemme signifie que 
l’application t — f, (oü fı(s) = f(s,t)) de M dans l’espace C(A) des fonctions complexes 
continues sur A (muni de la topologie de la convergence uniforme) est fortement mesurable. 
Comme C(A) est separable, on sait (Pettis) qu’il suffit de verifier que cette application 
est faiblement mesurable, i.e. que pour toute mesure de Radon » sur A, l’application 
!— v(fı) est mesurable. Mais cela resulte du fait que (A &tant metrisable) » est limite 
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vague d’une suite de mesures «diseretes» :” — 5 c"e,m) (oü e, designe la masse + 1 
..; ı 
Mm 


si: 


y 
: n 

plac6e au point s) de sorte que l’application it — »(f,) est limite d’une suite d’applications 

mesurables, donc elle-m&me mesurable. 


2) Necessite des conditions de l’enonce e). O est reunion d’une suite de cercles U; tels 


que U;<O pour tout i. Supposons que nous avons demontre la proposition pour tout U, 
done que pour tout indice i on ait une fonction g;(z, ft) definie dans U;,x M, telle que 
pour tout t€E M elle soit fonetion holomorphe dans U;, et que pour tout z€ U, on ait 


8:(2, ) = f@z, t) 

localement presque partout. Pour tout couple d’indices i, 7, tels que U, n U, #+%, soit 
2), une suite extraite de U, n U, tendant vers une limite dans cet ouvert. Soit Ni’ 
l’ensemble des t€ M tels que g,(2?,t) + g,(2”}, t), il est localement negligeable par 
hypothese, soit N la reunion de tous les N, il est aussi localement negligeable. Si alors 
te CN,gi(z, t) et g,(z,t) sont des fonctions holomorphes qui coineident dans la partie 
commune de leurs domaines de definition, (si partie commune il y a), car elles y coineident 
deja aux points d’une suite (z{”)), s’accumulant en un point de U, U,. Pour te CN 
donne, il existe done une fonction holomorphe g(z, t) definie dans tout O et prolon- 
geant les g;(z, t). Enfin, pour t€ N, posons g(z, t) = 0. Alors par construction g(z, t) est 
fonetion holomorphe en t, et pour tout z€0O, f(z, t) et g(z, t) sont egales localement prcsque 
partout. 

Nous sommes done ramenes au cas oü O0 est un cerele ouvert, et oü f(z) est une 
fonetion holomorphe dans un voisinage de l’adherence de 0. Supposons que O soit le 
cercle |z | <r, et que f(z) soit en fait definie pour |z | <r’ (oü r’ > r). Ona alors pour 

z| <r’ le developpement taylorien 


© 


(1) = $ a,2" 


1 
la convergence &tant absolue. Prenons un representant-fonction a,(t) pour tout a,. La 


o© 
serie I a„r" etant absolument convergente dans Zr, on sait (Lebesgue) que la serie 
1 


oo 


3 a„(t) r" converge absolument pour t€ CN, oü N est un ensemble localement negligeable. 
1 


« 

A fortiori, site CN, la serie 8 a„(t) 2" converge absolument pour |z | <r vers une fonction 
1 

holomorphe g(z, t). Posons enfin g(z, t) = 0 siteN. La fonction g(z, t) est holomorphe 

en z, et d’autre part pour tout z€O0 donne, f(z, t) et g(z, t) coincident localement presque 

partout a cause de (1). Notre proposition e) est complötement demontree. 

Dans cet &nonce, on aurait encore pu remplacer les espaces L? usuels par l’espace 
des fonetions a valeurs dans un espace de Banach et «de puissance p. me sommable ». 

Rappelons enfin 

f) Si E est-l’espace des fonetions holomorphes dans un ouvert ÜU<C, avec la 
topologie de la convergence compacte, alors les applications holomorphes de O dans E 
s'identifient aux fonetions holomorphes complexes sur OxXU. 

La demonstration est triviale en vertu de la remarque 1 du $2. lei encore, on 
pourrait remplacer E par un espace de fonetions holomorphes ä valeurs vectorielles. De 
plus, la generalisation a plusieurs variables complexes (tant dans U que dans O) est 
evidente. D’ailleurs dans tous les exemples pr&cödents, on aurait pu sans modification 
essentielle des raisonnements, traiter de fonctions holomorphes de plusieurs variables 
complexes, ou definies plus generalement sur des varietes holomorphes ä une ou plusieurs 
dimensions complexes. 
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$ 4. Le Theoreme de Dualite pour espaces de fonetions holomorphes sur la sphere de 
Riemann. 


1. Generalites sur les espaces vectoriels topologiques H(O, E). Les definitions et 
les proprietes &elementaires qui suivent sont &videmment valables pour fonctions holo- 
morphes definies sur des varietes holomorphes ä üüne oü plusieurs dimensions complexes. 
Pour simplifier le langage, nous nous limitons ici au cas des fonctions holomorphes definies 
sur un ouvert O du plan complexe (ou de la sphere de Riemann, ce qui revient au m&me). 


Si E est un espace localement convexe, O un ouvert du plan complexe, on designe 
par S(0, E) l’espace des fonctions holomorphes dans O0 a valeurs dans E, muni de la 
topologie de la convergence compacte. En vertu de la formule de Cauchy 


Ü OLE RL 


Din J (Ez)rH! 
F 


on voit que cette topologie est identique ä la topologie, plus fine en apparence, de la 
convergence compacte de f et de toutes ses derivees (derivees qui pourraient ne pas exister 
dans E, mais qui existent sürement dans le complöt& £ de E — voir note de la page 38 —. 
Mais il est &vident que H(O, E) peut ötre considere comme sous-espace vectoriel topo- 
logique de $(0, E), sur lequel la «topologie de la convergence compacte de f et de ses 
derivees » est defini sans ambiguite). Car de fagon precise soit U: |2— 2,| Sr un cercle 
compact contenu dans OÖ, soit r’ un nombre intermediaire entre r et la distance de z, 
a CO, soit I’ la circonference de centre z,, de rayon r’. Alors la formule (1) est valable 
pour toute fEH(O, E) et pour ze U, d’oü 


OYFAWFLLE WERE 
f'” (2) € _ ar ; 


> =4K, (zE U) 

oü K, est l’enveloppe convexe cerclee ferm&e de l’ensemble f(7’). Il en resulte bien que 
si />0 dans (0, E), alors f, (z)—_ uniformsment quand z parcourt U, done aussi 
uniformöment quand z pafcourt un compact O,<0O (car O, peut ötre recouvert par un 
nombre fini de cercles de l’esp&ce pr&cedente). 


(r — r)r+1 K, 


Toute application de O dans E qui limite uniforme sur tout compact d’applications 
holomorphes est holomorphe, comme on v£rifie immediatement, soit directement & l’aide 
de la condition 2 du theoröme-definition 1, soit en passant au cas scalaire. En particulier, 
H(0, E) est sous-espace vectoriel topologique ferme de l’espace C(O, E) des applications 
continues de O dans E, muni de la topologie de la convergence compacte. Il en resulte 
aussi que si E est complet, $(O, E) est complet. Il est d’ailleurs evident aussi que si E 
est metrisable, $(O, E) est aussi metrisable (de m&me d’ailleurs que C(O, E)). Par suite 
si E est un espace (%), H(O, E) est un espace (%). D’ailleurs les reciproques de ces trois 
remarques sont vraies, car $(0, E) contient un sous-espace ferme isomorphe ä E, savoir le 
sous-espace form& des applications constantes de O dans E. 

Si © est une partie ouverte de la sphere de Riemann, on designe encore par 9(0, E) 
l’espace des fonctions holomorphes sur O a valeurs dans E, muni de la topologie de la 
convergence compacte. Les proprietes elementaires que nous venons d’exposer sont 
encore vraies, sauf que, si o0€£0, la derivation d/dz n’est plus definie pour les elements 
de H(0, E), et il faut la remplacer par un autre «champ de derivations » pour exprimer 
les proprietes qui la faisaient intervenir. 

2. Les espaces P(Q,, E), P(Q,, E), et leur accouplement. Dans toute la suite de 
ce travail, nous considerons le corps complexe comme une partie ouverte de la sphere 
de Riemann 2, variete holomorphe compacte obtenue ä& partir de C par adjonction du 
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point ©©. Si O est une partie ouverte de 2, on designera (en suivant la notation de [7]) 
par P(O, E) l’espace des fonctions holomorphes sur O a valeurs dans E qui s’annulent 
au point © si oo€0. Si ©©& 0, on a done P(O, E) = $(0, E), autrement c’est un sous- 
espace vectoriel ferm& de $(0, E) qu’on obtient (hyperplan si E=C). P(O,E) sera 
bien entendu muni de la topologie de la convergence compacte. 


Nous aurons besoin, pour un emploi ulterieur, des definitions tres generales suivantes.- 
Soit 2, une partie queleonque d’un espace topologique 2, E un ensemble. Si on considöre 
l’ensemble des applications de voisinages (variables) de2, dans E, la relation: «fet g coin- 
cident dans un voisinage de 2, » est une relation d’equivalence. Une classe d’&quivalence 
pour cette relation sera dite une «fonction locale sur 2,, a valeurs dans E». Si / est une 
fonetion locale sur 2, on definit evidemment f(z) pour z€2,, mais il ne suffit pas de 
connaitre les f(z) (z€2,) pour que f’ soit determinee. C’est seulement dans le cas oü 2, est 
ouvert que les fonctions locales sur 2, s’identifient aux fonctions ordinaires sur Q,. — 
Si E est un espace vectoriel (resp. une algebre etc.) l’ensemble des fonctions locales sur 
2, a valeurs dans E est muni de fagon &vidente d’une structure d’espace vectoriel (resp. 
d’algebre ete.). Pour l’instant, nous avons besoin du cas oü E est un espace vectoriel 
localement convexe, 2 la sphere de Riemann; on peut alors considerer les applications 
locales de 2, dans E qui proviennent de fonctions holomorphes definies au voisinage de 2}, 
elles forment un sous-espace vectoriel de l’espace de toutes les applications locales de 2, 
dans E. On les appellera des «fonctions localement holomorphes sur 2, ». On dösignera 
encore par P(2,, E) l’ensemble des applications localement holomorphes de 2, dans E 
qui s’annulent au point © si oo€EQ,. Si done 2, est ouvert, cette notation est bien 
compatible avec la notation precedente. 


Soient maintenant 2, et Q, deux parties complementaires non vides de 2, et 


soient E, E’ deux espaces vectoriels en dualit& separee. Nous allons, sous des conditions 
tres gen6erales, definir alors une dualit& separante entre les espaces P(Q,, E) et P(Q,, E'), 
(E et E’ &tant considöres comme topologises par exemple par la topologie faible, ce qui 
fixe la signification de P(Q2,, E’) et P(2,, E)). Soit fe P(2,, E),ge P(2,, E’), { (resp. g) un re- 
prösentant de f (resp. g), f etant definie sur l’ouvert U,, g sur l’ouvert U,. On peut supposer 


oo&@U,nU,. Posons K, = CU,, et considerons un ouvert U tel que K,< U<U<U,, 
et que la frontiere de U soit une courbe rectifiable (formee par exemple d’arcs de cercle 
en nombre fini — il est facile de verifier par le lemme de Borel-Lebesgue qu’un tel U 


existe). Soit alors 7’ «le bord » de U (au sens algebrique, done muni du sens de parcours 
positif autour de U). 


On pose alors 


( GE = | NOrEe ae. 


Cette definition se justifie ainsi. Sous des conditions extrömement gön£rales, la fonc- 
tion <f(&), g(£)> sera holomorphe dans U, n U,: nous avons vu (c. f. $2 remarque 4) qu’il 
suffit par exemple de supposer que dans E (ou dans E’) l’enveloppe convexe cerclee fermee 
d’un ensemble compact est compact (et dans l’&nonce de cette condition, on peut remplacer 
la topologie faible par toute autre topologie donnant le m&me dual); ou, si on ne suppose 
rien sur E, que pour tout ££ U," U,, ilexiste un voisinage V de &£ dans cet ensemble tel 
que g(V) ait dans E’ une enveloppe convexe cercl&e fermee compacte. Alors l’integrale 
dans (1) a un sens, et elle ne depend pas du choix particulier de U qu’on a pu faire, en 
vertu du theor&me de Cauchy applique ä la fonction holomorphe <f(£), g(£)> dans U, U, 
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(e. f. $2 remarque 3 5)). On en deduit aussitöt que l’on trouverait encore la m&me valeur 
de l’integrale en prenant deux autres representants f, et g, de f et g, car alors on prendra 
un eontour /'contenu dans la partie commune des ouverts oü fet f,, resp. g et g,, coincident. 
On a done le droit de poser (1). 

Remarquons que si on echangeait les röles de E et E’, on trouverait le möme produit 
scalaire change de signe car il suffit de changer l’orientation sur le contour /’ pour 
trouver le «bord » algebrique de l’adherence de l’ouvert U’= CU (ouvert qui satisfait bien 
aux conditions Ä,< U'<U’<U,— oü KK, = CU, —). 

Supposons maintenant pour fixer les idees un instant que dans E l’enveloppe 
convexe cerclee fermee d’un compact soit compacte. Alors (1) est defini quels que soient f et 
g, et c’est evidemment une forme bilineaire sur P(2,, E)x P(Q,, E’). Nous allons voir 
qu’elle est separante, en pr&ecisant comment on peut par exemple retrouver unege P(Q,, E‘) 
a partir de la forme lineaire u qu’elle definit. Soit en eflet g un representant de g defini 
dans l’ouvert U,>Q, nous allons d’abord, pour £€2, donne, & + oo, etablir une ex- 


pression des g”(£) a l’aide de u. Soit ze E, et consid6rons la fonetion @_ 5jmi de z, elle 
CE 


est holomorphe dans un voisinage U, = C{£} de 2,, nulle a l’infini si oo€ Q2,, elle definit 
done un &l&ment de P(2,, E). Je dis qu’on a , 

' fie 206 n!x units, Mi \ 

e el) ke, 
(oü l’indice z indique que la forme lineaire u, resp. le produit scalaire < >, s’applique ä des 
fonetions de z). Explieitant, (2) s’ecrit en effet, en introduisant la fonction holomorphe 
complexe h(z) = «x, g(z)» definie dans l’ouvert U, n 6{£}: 


n n! h(z) dz 
h‘ I(£) = 2 (2 — &)r+! 


oü conform6&ment aux definitions generales, on peut prendre ici pour J' une circonference 
centree sur £ de rayon assez petit pour que le cercle V qu’elle delimite soit contenu dans 
U,, I e&tant oriente dans le sens direct autour de V (et non autour de cv, a cause du signe — 
que nous avons supprime). Nous sommes donc ramenes ä la formule de Cauchy classique. 

Si £€Q,, mais &= , les expressions g(”(£) n’ont plus de sens, mais introduisons 
alors la fonction g,(z) = g(1/z), qui est holomorphe au voisinage de l’origine. On montre 
alors comme ci-dessus qu’on a la formule 


(3) x, g"+r(0)) = u,(2"-2) = <2"-2,g), purn=>0. 


D’autre part, on a g,(0) = g(®©) = 0. Des formules (2) et (3) resulte bien que si on 
connait la forme lineaire u definie par g, alors les representants g de g sont connus au 
voisinage de tous les points de 2,, done g est lui-möme parfaitement determine. 

En resume, nous pouvons done @noncer la 

Proposition 1. La formule (1) definit une dualite separante entre les espaces P(2,, E) et 
P(2,, E') (lorsqu’on suppose que dans E l’enveloppe convexe cerclee jermee d’un compac! 
est compacte). 


°) Nous admettrons de plus le r6sultat suivant, que nous &noncons pour des vari6t6s de dimension n: Soit U’, 
une variete orientde ä n dimensions, K une partie compacte de U, (K, dans les notations precedentes). Alors pour une 
partie ouverte relativement compacte U contenant K, et ayant pour frontiöre une vari6t€ an — 1 dimensions, la 
elasse d’homologie dans U, „ CK du bord algebrique U de U ne depend pas de U. — En effet, si on remplace U’ 
par un ouvert analogue U’, &U — öU’ est le bord de la „chaine‘‘ U — U’, et on verifie aussitöt qu’on peut remplacer 
tette chaine par une chaine portee par CK. 
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Evidemment, la d&monstration et par suite la conclusion subsiste si on ne suppose 
plus rien sur E, mais en restreignant l’un des espaces, par exemple P(2,, E’), a l’espace 
forme des fonetions holomorphes locales sur 2, qui ont «localement une image &qui- 
continue », par quoi nous entendons: il existe un representant g de g defini dans U tel 
que pour tout ze U existe un voisinage U’ de z dans U tel que g(U’) soit partie &qui- 
continue de E’ (pour quelque topologie localement convexe supposee donnee sur E, et 
donnant pour dual E’). C’est dans ce cas que nous nous plagons dans la suite de ce 
paragraphe. 


3. Le theoreme de dualite pour P(O, E), O ouvert. 


Theoreme 2 (J. Silva). Soit O une partie ouverte de la sphere de Riemann, non vide 
et distincte de 2, E un espace vecioriel localement convexe. Alors le dual de l’espace vectoriel 
localement convexe P(O, E) s’identifie, par la dualite definie plus haut (formule (1)), au sous- 
espace de P(CO, E’) forme des fonctions holomorphes locales ayant localement une image 
equicontinue (voir la definition fin du numero precedent). 

Remarquons d’ailleurs que si g est fonction holomorphe ä valeurs dans E’, elle 
transforme un compact en une partie de E’ qui est compacte pour toute topologie sur E’ 
donnant pour dual E (en particulier pour la topologie faible, et möme pour la topologie 
t(E’, E) de Mackey). Dans les cas usuels (notamment si E est un espace (75), plus generale- 
ment si c’est un espace «tonnel&» — ce. f. [3] —) une telle partie de E’ est forc&ment 
equicontinue, de sorte que l’&nonce du th&or&me se simplifie alors: le dual de P(O, E) 
s’'identifie a tout l’espace P(CO, E'). 

Demonstration du theoreme 2. Soit ge P(CO, E') ayant une image localement &qui- 
continue, et g un reprösentant de g, defini dans l’ouvert U. On peut supposer, a cause de 
la compaeite de CO, que g(U) est deja une partie &quicontinue de E’. Montrons que 


1 
BO =, | IEre) ae 


est forme lineaire continue sur P(O, E), c'est ä dire bornee sur un voisinage de l’origine. 
Mais soit V = (g(U))® le polaire de g(U), c’est done un voisinage de O0 dans E. Si done 
/{T)< V, on a (formule de la moyenne) | <f,g > | < — l &tant la longueur de /'. Mais O 
etant ouvert, /' peut @tre choisi independant de f, et l’ensemble des fe P(O, E) tels que 
f{T)< V est un voisinage de l’origine. Done toute g du type envisag6 definit bien une 
forme lineaire continue sur P(O, E), et on a vu (proposition 1) que l’application qui ä 
toute g fait correspondre la forme lineaire qu’elle definit, est lineaire et biunivoque. Reste 
a montrer que toute forme lineaire continue u sur P(O, E) peut s’obtenir par une g comme 
ci-dessus. 

Par hypothöse, il existe un ensemble compact X <(0 et un voisinage V de l’origine 
dans E (que nous prendrons convexe cerele) tels que 


(4) f(K)< V implique |u(f) | <1. 

Soit alors O, un ensemble ouvert tel que K<0,<0,<0, et pour toute fe P(O, E) 
soit / sa restrietion ä O,. L’application f—f est evidemment une application lineaire 
continue de P(O, E) dans P(O,, E). Soit H l’image de P(O, E) par cette application, il est 
immediat d’apres (4) que u(f) = 0 si /= 0, de sorte que l’on peut poser u(f) = u(f), 


oü 2 est une forme linsaire sur H. On a alors | u(f) | < 1 pour toute fe H telle que f(K) «V. 
L’ensemble de toutes les fonetions € P(O,, E) qui appliquent X dans V 6&tant un voisinage 
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convexe cercl& de l’origine dans cet espace, il resulte du th&or&me de Hahn-Banach qu’on 
peut prolonger & en une forme lineaire v definie dans tout l’espace, et en module < 1 sur 
ce voisinage, on a done 

(5) u(f) = v(f) ou |v(F)| <A si F(K)<V(FeP(0O,,E)). 
Soit maintenant O0, un ouvert tel-que 0, <O0,< O, <(0, et dont la frontiere soit une courbe 
rectifiable. Si /’ est le «bord » algebrique de O,, on a, pour toute fe P(O, E), la formule de 


Cauchy 


(6) fa) = f@) = == h. = d£ pour zEO,. 


Nous allons mettre cette formule sous la forme globale 


(7) = | ® ® p.dE (integrale faible dans P(O,, E)) 
T 


avec les conventions suivantes. Posons pour £€ CO, 
1 . i 
(8) pl) =, HE +00; 9.) =0 si 00€ 00, 


en considerant 9, comme un element de l’espace P(O,) des fonctions holomorphes com- 
plexes sur O,. L’application &— 9; de CO, dans P(O,) est continue (v£rification triviale) 


et holomorphe dans CO, (ce deuxi&me point resulte aussitöt, en vertu de la remarque 1 
du $ 2, du fait que 9,(z) est, pour z fixe, fonction holomorphe de £). D’autre part, si @ est 
un element quelconque de P(O,) et ac E, posons 
(9) a® p(2) = pl(2)a 

on a done a® pe P(O,,E). L’application (a, 9 >-a®y de Ex P(O,) dans P(O,, E) 
est bilineaire et continue par rapport a chaque variable. Par suite, l’application 
E>fl£) 8 p, est holomorphe dans Or CO, (remarque 4 du $2, qui s’applique ici, 
P(0,) etant un espace complet). Par suite l’integrale faible du deuxi&me membre de (7) 
existe — c’est tout au moins un element du complete de P(O,, E), done si veut un el&öment 


F de P(O,, E) ou E dösigne le complete de E. Qu’on ait alors bien F = f, ou, ce qui revient 
au möme, F(z) = f(2) pour z€O, n’est autre que la formule (6). 

La formule (7) etant ainsi expliquee et &tablie, on peut &crire, d’apres la definition 
de l’integrale faible 


(10) ul) = uf) = = 8 9,) dE pour toute fe P(O, E). 


Mais v(a ® g) est une forme bilineaire sur E x P(O,), eontinue par rapport a chaque 
facteur, on a par suite 


(11) v(a® p) = <a, L(p)> 
oü ZL est une application lineaire faiblement continue de P(O,) dans E’. Posons 
(12) g(£) = L(p.) 


alors (10) s’ecrit, en vertu des deux ne precedentes 
“= 5, | HorE@) 
T 


Dans cette formule, g(£) est une fonetion holomorphe dans CO,, (qui est un voisinage de 
CO) et nulle a l’infini si oo€ CO, comme il r6sulte aussitöt de la definition (12). Il reste 
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ä d&montrer que g applique un voisinage de CO dans une partie &quicontinue de E’. Soit 
en effet U un voisinage de CO ne rencontrant pas O,, montrons que g(U)< MV® pour 
un nombre M > 0 convenable. Il revient au möme de dire que | <z, g(&)>» |< MsizeV, 
£eU,orona par definition ((11) et (12)): 


2, g(E)> = v(r ® Q,), 


d’oü, en vertu de (5) |<z2,g(&)> |< A avec. A= sup | p.(z) |. Mais si £& parcourt U, 
ZeK 


), reste born& superieurement par un nombre M inverse de la distance de UA K. Le 
theoreme 2 est done completement d&montre. 

De plus, on se convainc aisement que le m&me raisonnement, applique simultan&ment 
aux formes lineaires de tout un ensemble de formes, donne le critere suivant, qui sera 
essentiel pour la suite: 


Proposition 2. Sous les conditions du theoreme 2, pour qu’une partie du dual de P(O, E) 
soit equicontinue, il faut et il suffit: qu’elle provienne d’un ensemble A de fonctions holo- 
morphes definies dans un m&me voisinage U de CO, et tel que U g(U) soit une partie 
equicontinue de E'. m. 


4. Sur une extension du theoreme de dualite. On peut se demander si le raisonnement 
du theoreme 2 ne donnerait pas les applications lineaires u de P(O, E) dans un espace 
de Banach F. A premiere vue se presente la difficulte suivante: l’application linsaire u 
qu’on definirait sur le sous-espace H de P(O,, E) ne pourra & priori plus ötre prolongee ä 
tout l’espace, car le theoreme de Hahn-Banach ne s’appliquera plus. Cette difficulte 
disparaitrait pourtant si H etait dense dans P(O., E), car alors u se prolongerait simplement 
par continuite en une application lineaire continue definie sur P(O,, E). On aura möme 
encore la formule (3) par passage ä la limite, car si Fe P(O,, E) applique X dans V, 
comme par hypothese elle peut ötre approchee uniformement sur tout compact par 
des feH, on voit aussitöt qu’elle peut möme ötre approch&e par des feH appliquant X 
dans V (car K est lui-möme un compact < O,). Mais il est possible de montrer que par 
un choix convenable de O,, on peut supposer effectivement que H est dense dans P(O,, E); 
de facon preecise: 


Lemme. Soit O un ouvert non vide de la sphere de Riemann 2, distinct de 2, K un 


compact < O. Alors il existe un ouvert O, tel que K=0,<0,<0, et tel que l’image canonique 
de P(O, E) dans P(O,, E) y soit dense (quel que soit d’ailleurs l’espace localement convexe E). 


Montrons qu’il suffit en effet de prendre O, avec une frontiere assez simple (forme6e 
par exemple d’un nombre fini d’arcs de courbe derivables sans points doubles), et tel que, 
si /'; designent les &ventuels contours simples interieurs de la frontiere de O, (nous supposons 
oo&0 pour fixer les idees), il y ait au moins un point z; de CO dans l’interieur U; du 
contour J'; (cela est loisible, car sinon on rajouterait ä ©, les adherences des U; qui 
mettraient cette hypothöse en defaut). — En effet, soit alors Fe P(O,, E), on sait que F 
est somme de fonetions holomorphes F, definies respectivement dans CU;, et d’une 
fonetion holomorphe F, definie dans l’ouvert U, des points interieurs au contour exterieur 
T', de la frontiere de O, (comme on voit e&l&mentairement sur la formule de Cauchy donnant 
F par une integrale sur un contour voisin de la frontiere de O,). Il faut montrer que F, 
et les F, peuvent s’approcher uniformement sur tout compact K,<0O, par des fonctions 


f € H. On est done ramen& au probleme suivant: Etant donn&s une fonction holomorphe 
a valeurs vectorielles G(z) definie ä l’exterieur d’un contour derivable ferm& y sans points 
doubles du plan complexe (G etant holomorphe aussi au point ©), un point £ ä l’interieur 
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et un compact K ä l’exterieur de ce contour; approcher G uniformement sur Ä par des 
fonctions holomorphes dans C{£}. (Le cas de la fonction F, se ramene evidemment ä 
celui-ei par transformation z—1/z). En premier lieu, on tire facilement de la formule de 
Cauchy (valable pour G\oo) = 0, ce qu’on peut evidemment supposer), 


Bin) n—z’ 
3 
que G(z) peut s’approcher uniformöment sur K par des fonctions du type H(z) = > 


oü a&E,n&€y. On est done ramene & approcher une fonction complexe du type 
| 


par des fonctions holomorphes dans C{£}. Mais cela est facile: on demontre par exemple 


1 ; ; 
que l’ensemble des £€ CK qui sont tels que ——- puisse s’approcher uniform&ment sur Ä 
7n—3 


par des fonetions holomorphes dans C{£}, est ä la fois ouvert et ferm& dans CK. Comme 
il contient 7, done des points interieurs au contour y, il doit contenir tout l’interieur 
(connexe) de ce contour, c. q.f.d. 

Gräce ä ce lemme, le raisonnement du th&or&me 1 permet aussi de determiner les 
applications lineaires continues de P(O, E) dans un espace de Banach quelconque. Mais 
nous exposerons cette extension au $5 par une autre me&thode, qui consiste A se ramener 
au cas oü F est le corps complexe, et qui semble susceptible d’une plus grande gene£ralite. 
Neanmoins, la possibilit& de faire le raisonnement directement est peut-ötre digne de 
remarque. 

5. Les espaces veetoriels topologiques P(2,, E) pour 2, queleonque, et le theoreme 
de dualite general. Si 2, est maintenant une partie quelcongue de 2, non vide et distinete 
de 2, E un espace localement convexe, il est naturel de chercher une topologie localement 
convexe sur P(2,, E) qui permette d’&tendre le theoreme 2. Nous allons proceder de 
facon analogue ä& celle de M. Köthe (c.f.[7]): pour tout ouvert O contenant 2, et 
distinct de 2, considerons l’application lineaire naturelle y,,., de P(O, E) dans P(Q2,, E) 
(operation de «restricetion » d’une fonction locale). Il existe sur P(2,, E) une topologie 
localement convexe 7 qui est la plus fine de toutes celles qui rendent continues toutes 
les applications yo,.,: c’est celle dont les voisinages convexes cercles de l’origine sont 
les ensembles convexes cercles V tels que pour tout ouvert O contenant Q,, yo,o,(V) 
soit voisinage de l’origine dans P(O, E). Cette notion peut se ramener ä celle de limite 
inductive dans un sens gen£ralise (gen£ralisation evidente de la definition donnee dans [4]): 
Soit H, l’image de P(O, E) dans P(2,, E), les H, forment une famille filtrante eroissante 
de sous-espaces vectoriels dont la r&union est P(2,, E), et la topologie 7 est la limite 
inductive generalisee de ces sous-espaces, quand chaque H, est muni de la topologie 
quotient de celle de P(O, E) par le noyau de y,,.,. Mais on fera attention que si O,<0,, 
la topologie induite sur H,, par H,, n’est en general pas la topologie propre de H,, (on 
peut seulement dire qu’elle est moins fine) de sorte que, m&me si 2, admet une suite 
fondamentale de voisinages O,;, on n’est pas en droit d’appliquer les resultats de [4]. Nous 
verrons pourtant ulterieurement que bien des resultats relatifs aux espaces (275) sont encore 
valables ici ($ 8). 

On se convainc facilement que la topologie 7 est separee, car elle est plus fine que 
la «topologie de la convergence compacte de f et de toutes ses deriv6es partielles », topo- 
logie qui pourrait se definir de fagon &vidente, et qui est localement convexe, s&paree et 
rend continues les applications y,, ao, Mais le fait que P(Q2,, E) est separ@ resultera de la 
determination de son dual, qui se trouvera &tre s6parant (th&or&me 2 bis). 
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Dorenavant, le symbole P(2,, E) designera l’espace vectoriel topologigue que nous 
venons de definir,m&me si ulterieurement nous serons amen6s a y definir d’autres topologies, 
en vue de les comparer ä la topologie T. Remarquons encore que pour E donne, les espaces 
P(2,, E) correspondants aux diverses parties de 2 sont essentiellement distincts, car 


chacun d’eux est defini par celles des fonetions du type B qu’il «contient »: ce sont 


A - 
- 0 


celles pour lesquelles 2, € 62. 
Le resultat final de ce paragraphe sera le 


Theoreme 2 bis. Soient 2, et 2, deux parties complementaires non vides de la sphere 
de Riemann, E un espace vectoriel localement convexe. Le dual de P(2,, E) est alors encore 
donne par l’enonce du theoreme 2. 


Demonstration. On verifie tout de suite, en vertu de la definition de la topologie T, 
que pour qu’une application lineaire u de P(2,, E) dans un espace localement convexe 
queleonque soit continue, il faut et il suffit que pour tout ouvert O>2,, l’application 
composee uUo%g,o, Soit continue. Il resulte alors du th&or&me 2 que la forme lineaire 
definie par une ge P(2,, E’) ayant localement une image @quicontinue, est continue. De 
plus, la proposition 1 montre encore que l’application qui ä g fait correspondre la forme 
lineaire sur P(2,, E) qu’elle definit, est linsaire et biunivoque. Reste a montrer que toute 
forme lineaire continue u sur P(2,, E) peut s’obtenir ainsi. Soit K un compact <Q,, 
0 son complementaire, u o y9,., est alors une forme lineaire continue sur P(O, E), elle 
provient done (th&or&me 2) d’une g,€ P(K, E’) bien döterminde. On verifie aussitöt que 
si K,< K, sont deux compacts contenus dans Q,, alors g,, est la restrietion de 8x, A Kı 
“(car cette restrietion definit bien la forme u © y,,.„, sur P(O,, E)). Ilsuffit maintenant que 
nous demontrions l’existence d’une foncetion holomorphe g(z) sur un ouvert U>2Q,, ä 
valeurs dans E’, ayant localement une image @quicontinue, et telle que pour tout compact 
K<2Q,, la «restriction» degä K soit g;. Car alors u sera bien la forme linsaire definie par 
l’element de P(2,, E’) defini par g, comme il resulte trivialement des definitions. — 
L’existence d’une telle g, &vidente dans le cas oü 2, est ouvert, donc 2, ferm&, necessite 
une demonstration sp&ciale dans le cas general. Notons d’abord qu’il est inutile de supposer 
que g ait localement une image &quicontinue. Car s’il n’en &tait pas ainsi, comme pour 
tout £€Q,, 8; a localement une image &quicontinue, donc provient d’une g;(z) holomorphe 
definie dans un voisinage ouvert U. de £, telle que g.(U;) soit partie &quicontinue de E’ — 
en restreignant g ä la r&union des U,, la propriete voulue sera verifiee. Nous sommes 
done en definitive ramene & etablir le lemme suivant, qui nous sera encore utile par 
ailleurs: 


Lemme 1. Soit A une partie de 2, non vide et distinete de 2, F un espace vectoriel 
localement convexe. Supposons que pour tout compact K< A, on se soit donnee une gg € P(K,F) 
de telle fagon que K,< K,implique que g,, soüt la restriction de g,, & K,. Alors il existe une 
fonction holomorphe g(z) definie dans un ouvert U>A, telle que pour tout compact K< A, 
8x soit la restrietion degä K. 

Il revient &videmment au möme de dire que pour tout £€ A, g, est la restrietion de 
gä&. Pour tout £e A, soit g, un representant de g, defini sur un voisinage U, de &. Montrons 
qu’il existe un voisinage V.< U, tel que n€ V. rn A implique que g, soit la restrietion de 
8: & n. Autrement en effet, il existerait une suite (£;); d’6l&ments de U, n A tendant vers 5, 
et telle que l’on ait 8;; + restrietion de g; & &,. Mais soit alors K le compact r&union de £ 


et des £,, et g, un representant de g,; defini dans un voisinage U de K. La restrietion de g, 

a & etant g,, 8x et g; coincident dans un voisinage V de £, et pour &,€ V, g,, est d’apres 

'hypothese la restrietion de gx ä £,, done aussi celle de g,, ce qui implique contradiction. 
w 
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Par suite, pour tout £€ A, existe un r, > 0 et un representant g,(z) de g, defini dans 
le cerele V, des z tels que ||2—£ || <r,, de telle sorte que € V, n A implique que g, 
est la restrietion de g; A 7. (Pour commodit6, nous posons || z — £ || = distance des points z, 
& lorsque 2 est suppose plonge dans R? de la fagon usuelle.) Soit alors W. le cercle 
Iz—#&|| <$r,, il est immediat que si £&, n€A, g. et g, coincident dans W., "W,. Il 
existe par suite une fonction holomorphe dans U = U W, qui prolonge les g., et le lemme 
est d&montre. vn 


Le theoröme 2 bis se trouve par la completement etabli. Nous aurons encore besoin 
par la suite du resultat plus precis suivant: 


Proposition 2 bis. Pour qu’une partie du dual de P(Q2,, E) soit equicontinue, il fau! 
et il suffit qu’elle provienne d’un ensemble A de fonctions holomorphes definis dans un meme 


voisinage U de Q,, tel que pour tout compact K< U, U f{K) soit une partie equicontinue de E'. 
fEA 


Cette proposition se deduisant de la proposition 2 analogue exactement comme 
le theoreme 2 bis se deduit du theor&me 2, nous nous dispensons d’en repeter la 
demonstration. Notons seulement qu’on est ramen& ä &tablir une forme plus generale du 
lemme precedent, relative au cas de la donn&e simultanee de divers systömes (g,)x,, sans 
que d’ailleurs rien dans la demonstration soit change. 


$5. Structure des application lineaires bornees d’espaces P(Q,, E). 


1. Le theoreme general. Une application lineaire d’un espace localement convexe H 
dans un autre F sera dite bornee, si elle transforme un voisinage convenable de l’origine 
dans H en une partie born&e de F. Une telle application est A fortiori continue. D’ailleurs, 
si H ou F est normable, toute application lineaire continue de H dans F est born&e (car 
dans le premier cas, elle transforme une boule de H dans une partie bornee de F, et dans 
le second cas l’image inverse d’une boule de F est un voisinage de l’origine dans H); 
mais c’est la un fait special ä ce cas: l’application identique d’un espace vectoriel localement 
convexe sur lui-m&me est born&e si et seulement si il admet un voisinage born& de l’origine, 
c’est ä& dire s’il est normable. Mais rappelons encore le cas important bien connu suivant: 
si H est un espace (%), et si F est le dual faible G’ d’un espace (%) G, alors toute application 
lineaire continue de H dans F est born&e (et & fortiori continue möme sion munit = 
de la topologie forte). Le plus souvent, on &nonce ce resultat sous la forme &quivalente: 
toute forme bilineaire sur le produit H x G de deux espaces (%), qui est continue par 
rapport ä chaque facteur, est continue. Un resultat analogue vaut pour les formes 
bilinsaires sur le produit de deux duals E’, F’ d’espaces (%) E, F (e. f. [4] $ 14), resultat 
qu’on peut @noncer ainsi: toute application faiblement continue de E’ dans F est bornee 
pour les topologies fortes. 

Dans ce paragraphe nous determinons les applications lineaires bornses d’un espace 
P(2,, E) dans un espace localement convexe F complet queleonque. Si done F est un 
espace de Banach; ou si 2, est ouvert, E un espace (%) et F un dual d’espace (%) — nous 
obtiendrons toutes les applications linsaires continues de P(@,, E) dans F. Mais il n’en 
sera plus ainsi dans le cas general, et dans aucun cas nous n’obtenons ainsi tous les 
endomorphismes de l’espace P(2,, E) — car cet espace n’est jamais normable. 

Nous aurons encore besoin d’une generalisation de l’accouplement entre P(2,, E) 
et P(2,, E’) construit dans le paragraphe pr&cedent. Soient E, et E, deux espaces locale- 
ment convexes, B une application bilineaire de E, x E, dans un troisieme espace locale- 
ment convexe F, continue par rapport ä chaque facteur. On suppose que dans F l’enveloppe 
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convexe cercl&e fermee d’un compact est compacte, de fagon ä permettre l’integration 
de fonetions continues A valeurs dans F. Soient enfin 2, et Q,deux parties complementaires 


non vides de 2. Alors pour fe P(2,, E,), ge P(Q,, E,), on pose 


() BU, = y;5 | BUO, 8@) de 
en precisant comme dans le $3 la signification du deuxiöme membre. Pour simplifier 
l’expose, nous supposons dans toute la suite que E, (qui deviendra plus bas E) satisfait 
a la condition a) de la remarque 4 du $ 2, condition qui assure l’holomorphie de la fonction 
sous le signe somme. Cette condition n’est pas plus essentielle dans le theor&me 3 qui suit 
que dans le th&or&me 2, mais mettra peut-ötre le lecteur plus ä l’aise. 

Supposons maintenant l’accouplement B separant dans E,, i.e. que B(x,, x,) = 0 
pour tout x,€ E, implique x, = 0. Alors on montre exactement comme dans le $4 que 
’accouplement entre P(2,, E,) et P(2,, E,) est separant dans ce deuxi&me espace. 

Ges considerations permettent de construire des applications lineaires de P(2,, E) 
dans F, puisque pour g donnee l’application f — B(f, g) est linsaire. On obtient mani- 
festement le plus grand choix possible d’applications lineaires en prenant E, = X,(E,, F) 
espace de toutes les applications lin&eaires continues de E, dans F, muni de la topologie 
de la convergence simple, avec l’accouplement naturel B(z,u) =u-xr pour zEE, 
uet,(E, F) (desormais, nous remplagons E, par E). Sous ces conditions, si f€ P(2,, E), 
Le P(2,, 2,(E, F)), nous &crirons la formule (1) sous la forme 


(2) L:j= 5 [ L9- Io. 


Int 
r 


D’apres ce qui precede, on obtient ainsi une application lineaire biunivoque de 
P(2,, 2,(E, F)) dans l’espace de toutes les applications lineaires de P(Q2,, E) dans F. 
Comme nous l’avons annonce, on n’ obtient en general pas ainsi toutes les applications 
linsaires continues, mais du moins les applications lineaires bornees lorsque E est-complet. 
On a en effet le 


Theoreme 3. Soient E et F deux espaces localement convexes, on suppose que F est 
. complet, et que dans E l’enveloppe convexe cerclee fermee d’un compact est compacte. Soient 
2, et Q, deux parties complementaires non vides de la sphere de Riemann. Alors les appli- 
cations lineaires bornees de P(2,, E) dans F correspondent biunivoquement, par la formule (2), 


aux fonctions holomorphes locales L sur 2, a valeurs dans 2,(E, F), qui s’annulent al’ 
si oo€Q,, et satisfont a l’hypothese qui suit: il existe un representant L de L defini dans un 
voisinage U, de Q,, et un borne A dans F, tels que pour tout compact K< U, existe un 
voisinage V, de O dans E, tel que U u(V,)<A. 

ueLK) 

Remargues. L’hypothöse supplömentaire sur L signifie aussi que si on considere 
l’espace norme F, = C- A engendre par A — muni de la topologie definie par la «boule » 
A — (il est &videmment possible de supposer A convexe cerel& ferme6), alors L(K) est 
une partie &quicontinue de l’espace 2,(E, F,) pour tout compaet K< U,; done, si on 
veut, que Z a localement une image &quicontinue, en tant qu’application dans 2,(E, F,). 
Cette hypothöse sera d’ailleurs superflue dans le cas important oü E est un espace (%) 
et F un espace de Banach ou un dual fort d’espace (%), car alors toute partie bornee de 
2,(E,F) applique un voisinage de l’origine dans E en une m&me partie bornee de F 
(ce qui est une forme renforc&e bien connue d’un resultat rappel& au debut de ce para- 
graphe). — Remarquons enfin que dans tous les cas il resulte de la remarque 2 du $2 
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que L(£) sera application holomorphe en tant qu’application dans l’espace 2,(E, F,) muni 
‚de la topologie de la convergence borne&e (ä fortiori, c’est une application holomorphe dans 
l’espace 2,(E, F)). Comme d’autre part une application bornee d’un espace P = P(Q,, E) 
dans F revient &videmment ä& une application continue de P dans un espace norm& 
C- A®) (A partie convexe cerclee fermee de F), on voit qu’en fait l’&nonc& du th&or&me 3 
est relatif aux applications lineaires continues d’un espace P(2,, E) dans un espace (le 
Banach. Une methode de demonstration direcete pour ce cas quand 2, est ouvert avait 
et& indique d’ailleurs au $4, No 4. La d&emonstration suivante consiste A se ramener au 
cas du theoreme 2 bis. 


Demonstration du theoreme 3. Remarquons d’abord que dire qu’une application 
lineaire u d’un espace P dans un espace F est bornee, signifie qu’il existe un ensemble 
A borne convexe cercle ferme dans F tel que n"'(A) soit voisinage de l’origine dans P. 
Mais cela &quivaut encore & dire que quand y’ parcourt le polaire A° de A dans F’, les 
formes lineaires y’ ou forment un ensemble &quicontinu de formes linsaires sur E. En eflet, 
toutes ces formes lineaires sont majorees en module par 1 sur n""(A), la condition est 
done necessaire; elle est suffisante, car alors le polaire dans E de l’ensemble des formes 
y'ou(y’€A°) sera un voisinage de l’origine, or on vient de dire qu’il est contenu dans 
n"'(A). 

Montrons alors en premier lieu que si L(£) est comme dans l’enonce du theoreme 3, 
alors l’application linsaire qu’elle definit est bornee. Il suffit done de montrer que l’ensemble 
des formes lineaires {> <L- f, y’» sur P(Q,, E) est borne quand y’ parcourt le polaire A? 
du borne A < F defini dans l’&nonc& du theoreme. Or on a 


‚ Bit 1 / ‚ Fe 1 , t PEN 
hy | UNO N de | TEL ve 
; 


soit, en posant 
(3) 8,(E) = 'L(E): Y 
(4) <L-f,y>= di, 8, 


oü g,. est l’element de P(2,, E’) induit par g,.. Pour prouver l’öquicontinuite de l’ensemble 
des formes lineaires definies par les g, € P(U, E’) quand y’ parcourt A® il suffit (propo- 
sition 2 bis) de montrer que pour tout compact K<U, U g,(K) est partie &quicontinue 
de E’. En fait, nous allons voir qu’elle est contenue PR (V„ etant defini comme dans 
l’enonee). Il faut done verifier que y’ € AP, £€ K implique g,(&) € Vs, 1. €. | xx, 8,.(&)> |<1 
pour tout ze V,. Mais par döfinition (3), on a <x, g,(&)> = <L(&)- x, y’> et par definition 
de V„,onaL(&)-x€eAsi&eK, ze V,„, d’oü resulte bien l’inegalit& voulue. 

Supposons maintenant donnee une application linsaire bornee u de P(2,, E) dans F, 
il existe done un ensemble born& eonvexe cercl& ferm& A<F tel que !u(A°) soit partie 
equicontinue du dual de P(2,, E). Par suite (proposition 2 bis) les formes de tu(A°) 
proviennent d’un ensemble B de fonctions holomorphes definies dans un m&me ouvert 


U>2, & valeurs dans E’, telles que pour tout compact K < U, l’ensemble U g(K) soit 
® ® . * geB 
une partie &quicontinue M „de E’. D’ailleurs, en diminuant au besoin U, on peut supposer que 


U est r&union de cercles ouverts centres sur les points de 2,. Soit alors y’ € F', il existe A >0 
tel que Ay’€ A®, done !u(Ay') et par suite u(y’) lui-möme provient d’une fonction holo- 


©) On montre d’ailleurs que les espaces F | sont complets si F l’est. En fait, il suffit m&me que les parties A 
born6es et ferm6es de F soient complötes. I] suffirait done de faire cette hypothöse sur F dans l’&nonc& du theor&me 3. 


morp 
est u 
P(%2; 
eorre 
est a 


(oü g 
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morphe definie dans U. Mais en vertu de l’hypothöse faite sur U, cette fonetion holomorphe 
est unique, car deux fonctions holomorphes dans U qui induisent les mömes &l&ments de 
P(2,, £') sont fore&ment identiques. Soit done g, la fonetion holomorphe sur U’qui 
correspond ä la forme !u(y’), il resulte aussitöt de ce qui pr&cöde que l’application y’ —g 
est application lineaire de F’ dans P(U, E’) definie par 


(5) uf), y> = hg, 
(oü g,, designe l’element de P(2,, E’) induit par g,); et de plus y’ € AP implique g, eB. — 
Pour tout £€ U, g,(£) est donc une application lineaire /(£) de F’ dans E’. Nous allons 
montrer plus bas qu’elle est faiblement continue, admettons le pour l’instant. Soit alors 
L(£) la transposee de l’application /(£). Montrons que conform&ment ä l’enonc& du 
theoreme 3, pour tout compact K< Ü existe un voisinage V, de 0 dans E tel que 
U L(£)(Vz)<A. On prendra en eflet V„ = (M,)°, il faut montrer que EEK, ze (M ,„)®, 
EEK 
Ansline L(&)- ze A, i.e. |<L(&)- x, y'» |< 1 pour tout y’€A®. Mais par döfinition 
<L(£) "%, y' > = <(4, Ey (£)> 
et par definition de M,on ag,(£)EeM,si£eK, y’cA®, d’oü resulte bien l’inegalite 
voulue. — En particulier, pour tout £€EU, on a L(£)ER,(E, F), montrons que l’appli- 
cation &—> L(£) est bien holomorphe. Il suffit de montrer que pour tout zeE ety’eF', 
<L(£) x, y'> est fonetion holomorphe, or on a bien <L(&)- x, y’> = <z, g,(E)>. 

Reste ä voir que l’application lineaire /(£) de #’ dans E’ est bien faiblement continue, 
done que pour z€ E donne, <x, g,(£)> est forme lineaire sur F’ provenant d’un element 
de F. Mais quand y’ parcourt AP, ’ensemble des g,(£) est une partie equicontinue de E’, 
done (x, g„(£)> reste borne sur A°. C’est donc une forme lineaire fortement continue sur F’, 
e’est A dire un el&ment du bidual F’”’ de F. Supposant fixe x une fois pour toutes, nous 
designons par h(£) cet el&ment de F”. Get h(£) est application faiblement holomorphe de U 
dans F’’, puisque par definition on a 

(6) chlE), y’> = 2, gy(8)> pour y’EF. 

Nous voulons montrer que h(£) prend en fait ses valeurs dans F. Notons d’abord que 
h(£) est m&me holomorphe quand on munit F’’' de la topologie de la convergence uniforme 
sur les parties &quicontinues de F’ (topologie qui induit sur F la topologie propre de F). 


y 


En effet, si A = A designe le bipolaire de A dans F”, il est immediat de verifier que pour 
tout compact K< U, h(K) est contenu dans AA pour un A> 0 convenable, d’oü suit 
($ 2, remarque 2) que h est application holomorphe dans l’espace C- A engendre par A, 


et muni de la topologie definie par la «boule» A. A fortiori, A etant manifestement une 
partie bornee de F’’, h(£) sera application holomorphe dans F’. — Utilisons maintenant 
le fait que U est r&union de cercles U, centres sur les points 7 de 2, il suffit de montrer 
que dans chaque U,, h est application dans F. Prenons 7 + oo pour fixer les idees. F etant 
complet done sous-espace ferme de F’, il suffit de montrer que h'*(»)e€ F pour tout entier 
n=0. Mais si YeF’, ona 
By = La) > = al) = >. 
’ dı" ’ dn" “day ‚Dy 

La formule (2) du $4 donne alors 


n!x m. 


<h"(n), y)= (z = n)"* iv By dar 


soit en vertu de (5): 


v 


) y'» d’oü An) = vg 
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Bien entendu, la d&monstration analogue vaut si „= ©, en faisant une inversion 
z — 1/z et en appliquant la formule (3) du $ 4. Le theor&me 3 est ainsi d&montre. 

Remarque 1. Il resulte de Ja demonstration du th&or&me 3 que si u est une application 
lineaire de P(2,, E) dans F qui transforme un voisinage de l’origine en une partie bornee B 
de F, le borne A qui figure dans l’&nonc& du theor&me 3 peut ötre pris identique A B. Cela 
resulte d’ailleurs aussi directement du theor&me 3 applique aux applications lin&aires 
bornees dans C- B. 

Remargue 2. Nous dirons qu’un ensemble M d’applications lineaires d’un espace 
localement convexe P dans un autre F est uniformement borne, s’il existe un voisinage V 


de l’origine dans P tel que U u(V) soit partie bornee de F. Nous laissons alors au lecteur 
ueM 
le soin de se convaincre de la validite de l’enonce suivant generalisant le the&oreme 3: 


Les ensembles uniform&ment borne6s d’applications lineaires de P(Ö,, E) dans F sont 
ceux qui proviennent d’un ensemble (Z,) d’applications holomorphes ZL,(£) definies dans 
un möme voisinage Ü de Q,, a valeurs dans 2,(E, F), et telles que pour tout compact 
K< U, l’ensemble des ZL,(£) (£€ K, ı queleconque) soit partie uniform&ment born&e de 
g(E, F). 

2. Autres theoremes de structure d’applications lineaires bornees, et exemples. Pour 
etablir le theoreme 3, nous nous sommes ramenes par transposition äu probleme facile 
de determiner certaines applications lineaires de #’ dans P(2,, E’). Enongons dans cet 
ordre d’idees les deux propositions suivantes, dont la demonstration est &vidente: 

Proposition 3. Si O est une partie ouverte non vide de 2 distincte de 2, E et G deux 
espaces localement convexes, alors les applications lineaires continues de G dans P(O, E) 
correspondent biunivoquement aux applications holomorphes L(£) de O dans %,(G, E), 
s’annulant a l’infini si ©o€ 0, et telles que pour tout compact K<0O, L(K) soit partie equi- 
continue de 2,(G, E), par la formule 

(7) u(y) (©) = LE): y 
(notons que si G est «tonnele», i.e. toute partie bornee de son dual @quicontinue — 
e. f. [3] —.alors toute partie born&e de 2,(G, E) est &quicontinue, de sorte que la restrietion 
faite sur L(£) est alors inutile). 

Proposition 3 bis. Soit 2, +2 une partie non vide de, E etG deux espaces localement 
convexes, u une application lineaire de G dans P(2,, E) appliquant un voisinage V de 
l’origine en une partie de P(2,, E) qui provient d’une partie bornee A d’un P(O, E), ou O 


est un voisinage ouvert de 2,. (A born& signifie que pour tout compact K<0O, U f(K) est 
je A 


partie bornee de E). Alors il existe un voisinage U de 2, et une application holomorphe 
L(£) de U dans 2,(G, E), s’annulant au point oo si oo € Q,, telle que pour tout compact KU, 
U L(£)- (V) soit partie bornee de E, et qu’on ait 

sEeK 


(7 bis) u(y) = restrietion & 2, de E>_L(£):- y. 


(lei, on prend pour Ü une reunion de cercles ouverts centr6s sur les points de 2,, et contenu 
dans O©.) Cette proposition est surtout interessante lorsque toute partie bornee de 
P(2,, E) est contenue dans l’image canonique d’une partie bornee d’un P(O, E), auquel 
cas on obtient toutes les applications lineaires bornees de G dans P(2,, E). Nous verrons 
plus bas que c’est notamment le cas si E est un espace de Banach, ou plus generalement 
un sous-espace ferm& d’un dual fort d’espace (%) (prop. 12). 

Comme application de ce qui precede, determinons par exemple sous des conditions 
generales les endomorphismes bornes d’un espace P(Q2,, E) ou plus generalement les 
applications lineaires bornees d’un espace P(2,, E) dans un espace P(2,, F), oü 2, est une 
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autre partie de 2, non vide et distinete de 2, F un deuxi&me espace localement convexe. 
On suppose soit que 2, est ouvert, soit que F est un sous-espace vectoriel ferm& d’un 
dual fort d’espace (%), et de toutes fagons nous supposons F complet, pour que P(2\,,F) 
soit complet (c.f. $8, prop. 15). Soit done u une application lineaire appliquant un 
voisinage de l’origine de P(2,, E) dans une partie bornee A de P(2,, F). On peut trouver 
un voisinage V, de &,, reunion de cercles ouverts centres sur les points de 2, pour que 
la restrietion de P(V,,F)äa P(Z,,F) soit application biunivoque, et une partie bornee B 
de P(V,, F), telle que A soit l’image canonique de B. B &tant borne&e, pour tout compact 


K,< U, Uf(K)= M,„, est une partie bornee de F. — D’apres le theoreme 3 et la 
JEB 
remarque 1 qui le suit, ä u correspond une application holomorphe L(£) d’un voisinage 


U, de 2, dans 2,(E, P(Z,, F)), telle que pour tout compact K,< U,, existe un voisinage 

Wz, de l’origine dans E tel que U L(£)-(W,,)<A. En particulier, si &€K,, L(£) 
scR, 

tant une application linsaire de E dans P(2,,F) appliquant le voisinage W,, de 

l’origine dans la partie bornee A, il lui correspond (proposition 3 bis) une application 

holomorphe 7 > L(£, ») de V, dans 2,(E, F), telle que pour tout compact K,<V,, on 

at U L(&,n)- Wr,€Mx et que l’on ait ' 


neK, 


L(£)- x = restrietion a &, de „> L(&,n):®. 


On aura de plus L(&, 7) =0 sis&E= »weQR, ou n= oo€ 2,. D’autre part, L(£, n) est 
holomorphe dans U,x V,, ce qui signifie: pour tout zE E, L(£,n)- x est application 
holomorphe de U,x V, dans F. Il revient en effet au m&me de dire que l’application 
E>Lf(£,n)-x de U, dans P(V,, F) est holomorphe. Soit done &,€ U,, et soit K, un 
voisinage compact de £, dans U,; comme l’application &> L(£)- x de U, dans P(Z,, F) 
est holomorphe et applique K, dans une partie AA (A >0), elle est m&me holomorphe au 
voisinage de £, en tant qu’application dans l’espace norme C- A muni de la topologie 
definie par la «boule» A ($ 2, remarque 2). Par suite E>_L(£)- x est application holo- 
morphe de U, dans C- A. Remarquons maintenant que l’application lineaire qui ä toute 
f €eC- A fait correspondre la fe P(V,,F) dont elle est l’image, est continue, car elle 
transforme la boule A dans le borne B. Mais l’application &— L(£, 7) x est l’application 
composee de l’application holomorphe E — L(£) - x et de l’application linsaire pr&c&dente, 
elle est done holomorphe. 

Si nous explieitons maintenant u & partir de L(£, n), nous trouvons aussitöt, pour 


une fe P(2,, E) ayant un representant f defini dans le voisinage U, de 2: 


(8) u-f= restrietion ä I, de 7 — 2 [re 7): HE) dE 
Tr 


oü le contour 7’ satisfait aux conditions usuelles relativement aux voisinages ouverts U, 
et U, de 2,,Q,. Comme nos raisonnements etaient evidemment reversibles, on obtient 
en definitive l’enonce: 


Proposition 4. Soient (2,,2,) et (&,, &,) deux couples de parties complementaires non 
vides de 2, E et F deux espaces localement convexes, on suppose que &, est ouvert et F complet, 
ou que F est un sous-espace ferme d’un dual fort d’espace (%). Alors toute application lineaire. 
bornee u de P(2,, E) dans P(2,,F) est definie gräce ä la formule (8) ci-dessus, par une 
fonction holomorphe L(£, n) dans le produit d’un voisinage ouvert U, de 2, par un voisinage 
ouvert V, de &,, @ valeurs dans 2,(E, F), ayant localement une image uniform&ment bornee, 
et telle que L(&,n) =0 si E= weQ, ou si n= ooe Z,. Reciproquement, pour toute 
fonetion holomorphe L(£, n) telle que ci-dessus, la formule (8) definit une application lineaire 
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bornee de P(2,, E) dans P(2,,F). Deux telles fonetions holomorphes definissent la meme 
application lineaire si et seulement si elles coincident dans un voisinage de U,x V,. 

Supposons pour simplifier que E et F sont tonneles, alors (theoröme 2 bis) les duals 
de P(@2,,E) et P(2,, F) sont respectivement P(Q2,, E) et P(2,, F’). Le lecteur verifiera 
alors aisement que l’application lineaire transpos6e de l’application lineaire definie par 
la formule (8) est donnee par la formule analogue ä la formule (8), oü le «noyau » L(£, ;,) 
est remplac6 par le «noyau transpose » (7, &) > !L(£, n) 


(9) 'u-h = restrietion a Q, de &- a f "LE, 4)» hin) dy. 
? 


Remarquons encore que dans certains cas, par exemple si on se borne ä 6tudier les 
endomorphismes bornes de l’espace P(O) (0, partie ouverte de 2), la formule integrale (8) 
permet de developper une theorie spectrale d’un operateur u toute analogue ä la theorie 
de Fredholm. Cela peut etre consider comme une consequence d’une theorie de Fredholm 


abstraite, que je publierai ailleurs. 


*$ 6. Determination des applieations lineaires eontinues queleonques d’espaces P(Q,, E). 


1. Applieations linesires eontinues d’espaces P(H, E), H compact. Reprenons la 

formule (2) du $5 

1 
M) ee in | MO 1@ de. 
F 

En general, les applications lineaires continues d’un espace P(2,, E) dans un espace 
localement convexe F ne peuvent ötre definies toutes ä l’aide des fonctions holomorphes 
locales sur 2,, a valeurs dans %,(E, F). Pourtant, si 2, est ferme, a la tr&es elementaire 
proposition 3 correspond ici la proposition «duale » 

Proposition 5. Soit K +2 une partie compacte non vide de la sphere de Riemann 2, 
E et F deux espaces localement convexes, on suppose que dans E et dans F l’enveloppe convexe 
cerclee fermee d’un compact est compacte. Alors les applications lineaires continues de 
P(K,E) dans F s’identifient par la formule (1) aux applications holomorphes L(£) de 
O= CK dans X,(E, F), s'tannulant au point © si ©©€0, et telles que pour tout compact 
K,<0, l’ensemble L(K,) soit une partie equicontinue de 2,(E, F). 

On verifie d’abord que l’application lineaire u definie par une fonetion holomorphe 
L(£) dans O ä valeurs dans 2,(E, F) est continue si et seulement si la condition supple- 
mentaire envisag6e sur L(£) dans l’enonce est satisfaite. Il faut en effet exprimer que 
l’application transposee u’ transforme toute partie e&quicontinue B de F’ en une partie 
equieontinue du dual de P(K, E), dual qui d’apres le theoreme 2 bis peut se plonger dans 
l’espace P(O, E’). Mais avec cette identification, la transposee u’ est evidemment donnöe par 

u y(d) = 'L(E)- y 
et en vertu de la proposition 2 bis, il reste a exprimer que pour tout compact K,<O, 
l’ensemble des !L(£)- y’ (y'eB,£&€K,) est partie &quicontinue de E’. Mais cela signifie 
que quand £ parcourt un compact K, < 0, les !L(£) transforment toute partie &quieontinue 
B de F’ en une partie &quicontinue de E’, ce qui est une autre maniöre d’exprimer que 
l’ensemble des L(£) (£€ K,) est &quicontinu. 

Montrons enfin que toute application lineaire continue u de P(K, E) dans F peut 
s’obtenir ainsi. En effet, considerons l’application transposee w’, qui est une application 
lineaire de F’ dans P(O, E’). Munissons E’ de la topologie faible, alors P(O, E;) a pour 
dual P(K, E) (th&oreme 2 bis) donc l’application w’ est faiblement continue de F’ dans 












| u U 
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P(0, E;), et par suite continue si on munit F’ de la topologie de Mackey r(F’, F). Done 
(proposition 3) elle est definie par la formule 
u Ye) =UN: Yy 

ou I(£) est une application holomorphe de O dans %,(F/, E,). De plus, le fait que u est 
continue, i.e. que u’ transforme toute partie &quicontinue B de F' en une partie &qui- 
continue de P(O, E'), s’exprime encore comme ci-dessus par la condition que quand £ 
parcourt un compact K,<0O, l’ensemble des /(£) transforme toute partie equicontinue 
de F’ en une partie equicontinue de E’, ce qui signifie aussi que les /(£) sont transposees 
d’applications lineaires L(£) de E dans F, equicontinues dans leur ensemble. Il est &vident 
de plus que L(£) est application holomorphe de O dans 2,(E, F). Enfin, u est bien l’appli- 
cation lineaire Z definie par la formule (1); car on a deja dit que la transposee de cette 
derniere est y' —"'L(£) - y’, c’est dire preeisement u’. 

2. Applications lineaires eontinues d’un espace P(2,) dans un espace complet F. Soit 
toujours 2, une partie non vide de la sphere de Riemann 2, distinete de 2, E et F deux 
espaces localement convexes. Au $4, nous avons determine les applications lineaires 
continues de P(Q,, E) dans F lorsque F est un espace de Banach: elles correspondent 
biunivoquement aux fonctions localement holomorphes ZL sur 2, = CQ,, a valeurs dans 
g,(E, F), s’annulant au point © si oo€ Q,, et qui ont localement une image equicontinue. 
Nous allons en deduire une representation pour toutes les applications lineaires continues 
d’un espace P(2,) dans un espace F complet queleongue, ä l’aide d’une generalisation 
adöquate de la notion de fonction holomorphe locale employ6ee jusqu’ici. 

Soit d’abord F un espace localement convexe separ& quelconque (pas necessaire- 
ment complet), ® un systöme fondamental de voisinages convexes cereles fermes de 
l’origine dans F. Pour tout V€®, soit F, l’espace de Banach qu’on obtient en munissant F 
de la topologie definie par l’unique voisinage V, en passant ä l’espace norm& separe 
eorrespondant (quotient de F par le sous-espace des ze F tels que Are V quel que soit 
)> 0) et completant ce dernier espace. Il y a une application lineaire continue canonique 
fy de F dans F,, dont l’image est partout dense, d’oü une application lineaire continue 


canonique g(X) = (PyX%)yc„ de F dans le produit topologique % — IT Fy des espaces Fy; 
vEe® 


cette application est un isomorphisme vectoriel topologique dans, de sorte que F s’identifie 
a un sous-espace vectoriel F, de %. — Si V,We®,V<W, on a aussi une application 
lineaire continue naturelle g, „ de F, dans F,, döfinie par la condition y,w Pr = Pw% 
pour zEeF. Par suite, si X = (X,)yeg€ F,, on a 

(2) wär = X, (V=<W). 
Par continuite, on a done gy yXy = Xy des que X€ F.. Montrons que les relations (2) 
caracterisent les elements de Fs, done qu’on a le 

Lemme 1. Si F est un espace localement convexe separe, ® un systeme fondamental de 
voisinages de l’origine, alors, avec les notations precedentes, pour que l’elöement X = (Xy)yeg 
de $ = II F, appartienne dä l’adherence de l’image canonique F, de F dans %, il faut et ıl 

vEe® 


suffit que pour V,We®, V<W, on ait (2). 

Corollaire. La relation (2) caracterise les elements de F, si F est complet (et dans ce 
cas seulement). 

En effet, % etant complet et F, isomorphe a F, F est complet si et seulement si F, 
est sous-espace ferme de %. 

La demonstration tr&s el&mentaire de ce lemme vaudrait d’ailleurs pour d&montrer 
un resultat analogue pour des structures uniformes quelconques. — Il reste a demontrer 
8*r 
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seulement que si on a (2) alors tout voisinage de X rencontre F,. Maıs un voisinage de X 
dans % est defini comme l’ensemble des Y = (Yy)yeg tels que ||Y,, — X,, || S e pour 


tout i, oü e> Det oüles V,(1 Si <n) forment une suite finie d’elements de ®. Il faut 

done montrer qu’il existe ze F tel que || X, — xy, || < e pour tout i. Mais soit V.e® 

tel que Vu,<nV;, on a par hypothese X, = 9y,,y,Xy,, et aussi 2,, = Py,,y,Ty,, W’oü 
i 


Ay, — ip, = 9,,v,(Av, — 2 )- 


Comme || pr,,v, || S 1, il suffit qu’on ait || X,, — xy, || < e, ce qui est possible, l’image 
de F par 9,, dans F,, etant partout dense. 

Le lemme precedent permet, si F est complet, de ramener dans une certaine mesure 
la determination des applications lineaires continues d’un espace localement convexe P 
dans F, a la determination de ses applications lineaires continues dans les espaces F,.. 
En effet, une application lineaire continue de P dans F peut ötre regard&e comme une 


application linsaire continue de P dans % = JI F,, et ä ce titre s’identifie a une famille 
VER 
(uy)yceg applications lineaires continues de P dans les F,. Reciproquement, un tel 


syst&me definit une application lineaire continue de P qui est une application dans F 
si et seulement si pour tout fe P, on a (uy ‘f)yegE F, i. e. d’apres le lemme qui pre&cöde 
si et seulement si V, We, V<W implique g, w(u, ‘f) = uy f, ou enfin sion a 

(3) fy,w°Ur =uy pour V<W. 


Supposons maintenant que P soit un espace P(Q2,, E). Alors la donnee d’une 
application linsaire continue u, de P(Q2,, E) dans F, revient ä la donnee d’une fonction 
holomorphe locale En sur 2, ä valeurs dans 2,(E, F), ayant localement une image &qui- 
continue, nulle au point oosi oo€ 2,. La condition de coh6rence (3) s’&erit ici 


&) In opnweh, pow v<W 
en definissant de fagon &vidente le symbole py w° E- (dont un representant est 
> Py,wLrv(@), si L,(£) est un representant de Eu 
Pour raccoureir un peu ce dejä trop long expose, limitons nous maintenant au cas, 

le plus interessant d’ailleurs, oü E=(C, alors 2,(E, F,) s’identifie A F,,, et la formule (4) 
s’'interpröte en regardant p,,y Ak comme un element de P(2,, E,), dont un representant 
est E> Py,w(Ly(E)), Ly(£) &tant un reprösentant de Z,. Ceei conduit ä poser la 

Definition. Soit 2, une partie non vide d’un espace topologique 2, F un espace 
vectoriel localement convexe, ®, le syst&me de ses voisinages de l’origine convexes, 
cercles et fermes. On appelle fonction locale au sens large sur Q,, ä valeurs dans F, tout 
systeme Uniecn de fonctions locales sur Q,, ä valeurs respectivement dans les espaces 
F, definis plus haut, qui satisfasse aux conditions de coherence (4). Si Q est une variete 
holomorphe, on appelle fonction holomorphe locale au sens large sur Q,, a valeurs dans F, 


une fonction locale au sens large (L,), telle que les L, soient des fonetions holomorphes 
locales. 


Si L= (L,), est une fonction locale au sens large sur 2,, il y a lieu de consid6rer 
pour tout £€ 2, l’element (L,(&))y ex,, qui est un &lement du complete de F en vertu du 
lemme 1 — done un &l&ment de F si F est complet — qu’on note L(£). — Par la suite 
nous supposons que Q est la sphöre de Riemann, et nous designons par Q(Q2,, F) V’espace 
des fonctions holomorphes locales aux sens large sur 2,, ä valeurs dans F, s’annulant au 
point oo si oo€ R,. Bien entendu, sur l’ensemble Q(2,, E) il y a lieu de considerer la 
structure vectorielle induite par le produit des P(2,,F) (pour Ve®,) — il y aurait 
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möme lieu de considerer la topologie induite par le produit topologique, mais nous ne 

nous en servirons pas par la suite. De plus, on v£rifie trivialement que l’espace Q(Q2,, F) 

est isomorphe canoniquement ä& l’espace analogue qu’on construit en se bornant ä& un 

systeme fundamental ® de voisinages convexes cercles fermes de l’origine dans F; de 

facon precise, la projection du produit 7 P(2,, F) sur le produit partiel J7 P(2,, F) 
vEe®, vE® 

induit un isomorphisme de Q(2,, F) sur l’espace des elements du second produit qui 


satisfont ä la condition de coherence (4). Notons aussi dans cet ordre d’idees que si F est 
norıne complet, ou (2, ouvert, alors P(2,,F) et Q(2,, F) peuvent s’identifier de fagon 
naturelle. Mais dans le cas general (notamment si on suppose que F est un espace (%)) 
on a seulement un isomorphisme naturel de P(2,, E) dans Q(2,, F), qui n’est pas forc&ment 
un isomorphisme sur. 

Enfin, il y a encore lieu de remarquer que si oo€ Q,, F complet, alors pour une 
fonetion holomorphe, locale au sens large sur 2, L= (Ly)y donnee, et pour tout 
entier n > 0, le systeme des L$ satisfait aux conditions de coh6rence (4), c’est donc une 
fonetion holomorphe locale au sens large sur 2,, qu’on dösignera naturellement par L”. 
On verifie aussitöt que Z est complötement d&terminse quand on connait tous les L\(£), 
pour n entier > 0 quelconque et £€ 2,. D’ailleurs, m&me si oo€ 2,, on peut pour £€ Q,, 
& + 00, et tout entier n > 0, considerer l’element LE) = ((LNE))yen,E F- 

Les reflexions qui ont pre&ced& la definition donn&e plus haut permettent d’önoncer le 

Theoreme 4. Soit 2, +2 une partie non vide de la sphere de Riemann 2, F un espace 
localement convexe complet. Alors les applications lineaires continues de P(2,) dans F 
correspondent biunivoquement aux elements de Q(2,, F), — applications holomorphes locales 
au sens large L= (L,)y de 2, = 02, dans F —, par la formule 


(6) vet din ig; | vl e) ae 


(oü f est un reprösentant de f, Z, un representant de L,, et oü le contour I’ est defini 
comme usuellement). 
Si u est l’application lineaire qui correspond a Le Q(2,, F), on a la formule 
! i 
(6) LU) = ul") Si FE, E40, n20, 
qui determine L ä l’aide de u au moins dans le cas oü oo&Q,, plus generalement 
si oo n’est pas point isole de 2,. Pour verifier (6), il suffit de verifier qu’on a bien 
u. n! 
nr LOe) = pr (ri 
nition L@(£) et le second est d’aprös (5) ögalä Ly - ( 


) pour tout Ve®,, mais le premier membre est par defi- 


u Semi) on est donc ramene ä la 
formule (6) dans le cas oü F est un espace de Banach. Mais dans ce cas elle a &t& &tablie 
au cours de la d&monstration du th&or&me 3, et peut d’ailleurs se deduire alors directement 
de la formule analogue: formule (2) du $4. — Si oo€EQ,, il y a lieu de completer la 
formule (6) par la formule analogue ä la formule (3) du $ 4, que nous n’&crirons pas. 

3. Exemples d’applications holomorphes locales au sens large. Le th&oreme 4 n’aurait 
guere d’interet si dans des cas particuliers importants, la notion de fonction holomorphe 
au sens large ne pouvait s’interpreter simplement (d’ailleurs, le theor&me 4 a &t& inspire 
precisement par une representation plus concrete des endomorphismes d’un espace P(O) 
donnee par G. Köthe — c. f. [7]). Nous allons done donner quelques exemples, relatifs ä 
des espaces F de divers types particulierement fr&quents. 
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a) Soit F l’espace des fonctions complexes continues sur un espace localement 
compact M, muni de la topologie de la convergence compacte. On suppose M reunion 
d’une suite de compacts («denombrable a l’infini » avec la terminologie de [2]). Alors les 
fonctions holomorphes au sens large sur 2,, a valeurs dans F, s’identifient aux classes de 
fonctions complexes continues f(z, t), holomorphes en z, definies dans des voisinages 
ouverts (variables) U de la partie 2, x M de l’espace topologique 2x M; deux telles 
fonetions &tant mises dans la, m&me classe si et seulement si elles coincident dans ın 
voisinage de 2,x M, i.e. si elles definissent la m&me fonction locale sur %,x M (c.f. 
$4, No2). 

Demonstration. On voit immediatement que M sera m&me r&union d’une suite 
croissante de compacts Ä;, tels que tout compact K< M soit contenu dans l’un des A. 
Alors un syst&me fondamental de voisinages de l’origine dans F est la suite (V,„)„, oü 


pour tout entier n> 0, V„ designe l’ensemble des fe F telles que |f(K,)| = = Alors 


F,, s'identifie a l!’espace C(K,„) des fonetions continues sur X„, comme il resulte imme- 
diatement du theor&me de Tychonofl. 

Soit alors f(z,t) une fonetion complexe continue definie dans le voisinage U de 
2,x M, holomorphe en z. Pour tout n, il existe un voisinage ouvert U, de 2, tel que 
U„x K„< U. En effet, soit E£Q2,, on a {f£}x K„<ÜU, d’oü aussitöt l’existence d’un 
voisinage U; de £ tel que U, x K„n< U (car {&} x K„ est compact), il suffit alors de poser 


U„=UU,. Alors la restrietion de f(z,1) a U„x K s’identifie a une application holo- 
8ER, 


morphe de U,„ dans F, = C(K,) ($ 3, ex. a)) que nous designerons par L„(z). Soit R 
la foncetion holomorphe locale sur 2, (au sens striet) qu’elle definit, il est immediat de 
verifier que le systeme des = verifie les conditions de coherence (4), et definit done une 
fonction holomorphe locale au sens large sur 2, a valeurs dans F. Il est immediat de plus 
que cette fonction locale ne change pas si on change les U. Enfin, on verifie immediatement 
que si f(z, t) et g(z,t) sont des fonetions complexes continues, holomorphes en z, definies 
respectivement dans des voisinages ouverts U et V de 2, x M, alors les fonetions holo- 
morphes locales au sens large qu’elles döfinissent sont identiques si et seulement si f et g 
coineident dans un voisinage convenable de Q,x M. 

Il reste done a montrer que toute fonction holomorphe locale au sens large L= (L,). 
peut s’obtenir de la fagon precedente. Mais pour tout n, L„ provient d’une fonction holo- 
morphe definie dans un voisinage U,„ de 2,, a valeurs dans C (X), qui elle-möme s’identifie 
($ 3, ex. a)) A une fonction f„(z, ft) continue holomorphe en z döfinie sur U,„x K. Les U, 
sont en partie arbitraire, montrons de proche en proche que, en les remplagant au besoin 
par des ouverts U’, plus petits, on peut supposer que la suite des U, est decroissante et 
que m>n, ze U„, t€ K„ implique fm(z, £) = fn(z, t). Alors nous poserons U=U U„xX K,, 


n 

c’est la un voisinage de Q,x M, et si (z,!)EU, on pourra poser sans ambiguite 
f(z, t) = fn(z,t) pour ze U„, te K„; la fonetion f(z,i) ainsi construite satisfera bien aux 
conditions voulues. — Pour determiner & partir des suites (U„)a, (fn)n, une suite de- 
croissante (U/,), d’ouverts satisfaisant aux hypothöses de coh6rence pos6es ci-dessus, on com- 
mence par poser U) = U,, puis supposant construite la suite decroissante (U?), jusqu’au 
rang n, de telle fagon que pour i<&n—1,zeÜU!,,,teK,, on ait f;(z, 2) = f;,1(2 Pt), 
on poursuit la r&currence en notant que la condition de coherence (3) entre L, et ZL,. | 
s’interprete en effet par l’existence d’un voisinage ouvert U), ,<U,,,r U, de 2, tel 
que zE UÜ,,,, te K„ implique f„(z, it) = f,.ı(z, t). Par la, notre assertion se trouve 
completement demontree. 
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b) Soit F l’espace &(O) des fonctions indefiniment differentiables sur l’adherence 
d’un ouvert relativement compact O < R”, muni de la topologie de la convergence uniforme 
de la fonction variable et de chacune de ses derivees. Alors les foncetions holomorphes 
locales sur 2,, a valeurs dans F, s’identifient aux classes de fonctions f(z, t) definies dans 
le produit d’un voisinage ouvert Ü de 2, par OÖ, holomorphes en z, et telles que pour tout 
entier n 0, existe un voisinage U„< U de 2,, tel que les derive«s partielles par rapport 
al, d’ordre <n, existent et soient continues dans U,„x O0; deux telles fonetions f(z, t), 
g(z,t) etant mises dans la möme classe si et seulement si elles coincident dans un 


voisinage de la partie 2, xO de 2xO. 


La demonstration de cet &nonc& est toute analogue Aa la precedente. Ici une suite 
fondamentale de voisinages de l’origine dans F est (V,„)„; oü pour tout entiern 0, V,„ 


designe l’ensemble des fe F telles que || Drf ||, $ pour tout indice de derivation 
multiple p d’ordre |p| < n. F,, s’identifie ici de fagon naturelle a l’espace E(O) des 


fonetions n fois continüment difförentiables sur O, muni de la convergence de la conver- 
gence uniforme de la fonction et de ses derivees d’ordre < n. Soit alors f(z, t) une fonction 
telle que envisagee dans l’enonce, on voit comme pr&c&demment, en vertu ce fois-ci de 
$3, ex. b), que cette fonction definit bien une fonction holomorphe locale au sens large 
sur 2,, & valeurs dans F, car pour tout n, la restrietion de f(z, 2) a U„x © s’identifie ä 
une application holomorphe ZL,„(z) de U„ dans €"(O), et la condition de coherence (4) 
est encore trivialement satisfaite. De plus, on verifie trivialement que la fonction holo- 
morphe locale au sens large ainsi definie sur 2, ne depend pas du choix plus particulier 
des U,„, et que deux fonctions f(z, £) et g(z, t) definissent la möme fonction holomorphe au 
sens large si et seulement si elles coincident dans un ensemble W x O0 (W, voisinage 
ouvert de 2,), ou, ce qui revient au möme puisque O est compact, si elles eoincident dans 
un voisinage de 2, x O dans 2x ©. 

Reste enfin a montrer que toute fonetion holomorphe locale au sens large (Lu) 
sur 2, a valeurs dans F s’obtient ainsi. Soit ZL,(z) un representant de E defini 
dans un voisinage ouvert U, = U de Q,, cette fonction s’identifie ($ 3, ex.b)) a une 
fonetion continue f(z, t) sur U x O, holomorphe en z. Soit de m&me L,„(z) un representant 
de En defini dans un voisinage ouvert U, de Q2,, voisinage qu’on peut supposer contenu 
dans U. L„(z) s’identifie a une fonction continue f„(z, £) definie sur U„ x Q2,, holomorphe 
en z et n fois continüment differentiable en t. Mais la condition de coherence (4) 
signifie ici qu’en choisissant U, assez petit, on doit avoir f„(z, t) = f(z, t) quel que soit 
(,1)E U„x 2. Il suit que f(z, t) est n fois continüment diflerentiable en i dans U„xO. 
Enfin, il est evident que L est bien definie par la fonetion f(z, 1). 

Nous enoncerons sans en donner la d&monstration les resultats analogues suivants: 


c) Soit F l’espace de Schwarz &(R”) des fonctions indefiniment differentiables sur 
R", muni de la topologie de la convergence compacte de la fonction et de chacune de ses 
derivees. Les fonctions holomorphes locales au sens large sur Q,, a valeurs dans F,, s’iden- 
tifient aux classes de fonctions continues f(z, t) definies dans un voisinage ouvert U de la 
partie 2, x R” de l’espace topologique 2x R”, holomorphes en z, et telles que pour 
tout entier n > 0 existe un voisinage U„< U de 2, x R” tel que f(z, t) soit n fois conti- 
nüment differentiable en t dans U„x R”; deux telles fonctions etant mises dans la möme 
classe si et seulement si elles coincident dans un voisinage de 2, x R”. 





64 Grothendieck, Sur cerlains espaces de fonctions holomorphes. I. 


d) Soit F l’espace $(O0) des fonctions holomorphes sur un ouvert O du plan com- 
plexe, muni de la topologie de la convergence compacte. Alors les foncetions holomorphes 
locales au sens large sur Q,, & valeurs dans F, s’identifient aux fonctions holomorphes 
locales (au sens striet) a valeurs complexes sur la partie 2, x O de la variet& holomorphe 
2x0 (e.f. [7)). 

Dans ce dernier exemple, O0 peut d’ailleurs ötre remplac& par n’importe quelle 
variete holomorphe. De möme, dans tous les exemples precedents, 2, peut &tre suppose 
une partie quelconque d’une variet& holomorphe 2 quelconque, & une ou plusieurs dimen- 
sions complexes. On aurait aussi pu supposer plus generalement que les elements des 
espaces F envisag6s, au lieu d’ötre des fonctions complexes, etaient des fonctions & valeurs 
dans un espace de Banach donn& E. 

On pourrait multiplier les generalisations des exemples pr&cedents et l’exhibition 
d’autres exemples, mais ce qui pr&cede suffit sans doute a montrer comment dans chaque 
cas particulier le th6oreme 4 peut servir ä une determination « concerete» d’applications 
lineaires d’un espace P(Q2,). Nous laissons aussi au lecteur le soin d’ecrire les formules 
integrales explicites pour les transformations lineaires definies par les fonctions holo- 
morphes locales au sens large consider&es dans les exemples pre&cedents. 

Dans tous ces exemples, F &tait un espace (5). Les methodes employees ne sont 
plus valables pour des espaces tels que les duals fort d’espaces (%%) non normables, et en 
particulier pour divers espace de distributions. Mais ici la question ne se pose prati- 
quement plus ä& priori, car les d&terminations des applications lineaires continues d’un 
espace P(2,) dans un espaces F n’ont guere d’interet pratique que si 2, est ferme ou 
ouvert; dans le premier cas le probl&me est r&solu par la proposition 5 de ce paragraphe, 
et dans le deuxieme cas, P(Q2,) etant un espace (%), ses applications lin&aires continues 
dans un dual d’espace (75) sont born&es, de sorte qu’on peut appliquer le theoreme 3 du $5. 


D’ailleurs, en se basant sur cette derniere remarque, ou mieux directement par application 
du th&oreme de Baire, on peut montrer que si F est un dual d’espace (75), les notions 
d’application holomorphe locale, au sens large ou au sens striet, a valeurs dans F, 
sont les m&mes, ce qui r&soud la question completement. 
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Isoperimetrische und verwandte Extremalprobleme 


für beschränkte ebene Punktmengen. 


Von D. Ohmann in Frankfurt a. Main. 





Für konvexe Bereiche sind in der euklidischen Ebene eine Vielzahl von Extremal- 
problemen behandelt, die sich um die vier Größen: Umfang U, Inhalt F, Durchmesser D 
und Dicke A gruppieren. Einerseits hat man bei gegebenen Breitenextremalen D und A 
nach Extremwerten für den Umfang gefragt und andrerseits bei Vorgabe von einer oder 
mehrerer der Größen U, D, A die Bereiche maximalen oder minimalen Inhalts zu be- 
stimmen gesucht. Für beliebige Punktmengen besteht zunächst die Aufgabe, die Maße 
U, F, D, A geeignet zu übertragen, um zu vernünftigen Problemstellungen zu gelangen. 
Wir werden dabei diese Maße als innere und äußere Maße im Sinne Lebesgues definieren, 
wobei wir innere Maße stets klein und äußere Maße stets groß schreiben werden. Dann 
bietet sich an, den Inhalt F durch das zweidimensionale innere (äußere) Lebesgue-Maß m (M) 
zu ersetzen, Durchmesser und Dicke durch die entsprechenden Extremale des inneren 
(äußeren) Quermaßes und den Umfang durch das innere (äußere) Quermaßintegral u (U). 


Wir werden dann als Ergebnis für die erste Gruppe von Extremalproblemen finden, 
daß zwischen dem Quermaßintegral und den Quermaßextremalen nur die der Definition 
unmittelbar zu entnehmenden Ungleichungen bestehen können. Weiter fällt die Gruppe 
von Extremalproblemen, die sich mit minimalem Maß beschäftigt, naturgemäß aus. Hin- 
gegen erweisen sich die Extremalprobleme für maximales Maß als weitgehend über- 
tragungsfähig, da sich jeder Menge ein konvexer Bereich zuordnen läßt, dessen Inhalt 
das innere (äußere) Maß der Menge nicht unterschreitet, während seine linearen Ab- 
messungen (U, D, A) nicht größer sind als die entsprechenden linearen inneren (äußeren) 
Maße der Mengen. 


$1. Definitionen und Vorbetrachtungen. 


1. Wir beginnen mit den Definitionen für die uns interessierenden linearen Maße 
einer ebenen Menge (daß es sich bei allen betrachteten Mengen um beschränkte Punkt- 
mengen der euklidischen Ebene handelt, werden wir von nun an nicht weiter betonen): 


Unter dem Normalriß A(g) der Menge A in der Richtung g verstehen wir die senk- 
rechte Parallelprojektion von A in der Richtung auf eine Gerade der Richtung @ + 3. 


Dann bezeichnen wir das lineare innere (äußere) Maß m, (A, 9) (M,(A, g)) von A(g) 
als inneres (äußeres) Quermaß gq(g) (Q(Y)) in der Richtung g. Die extremalen inneren 
(äußeren) Quermaße sollen Hauptquermaße q, (Q,) und Nebenquermaße g; (Q,) heißen: 


(1) nzaep) 20 QA=ZLlp 0: 
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Als inneres (äußeres) Quermaßintegral verstehen wir schließlich die unteren Lebesgue- 
Integrale: 


2n 2n 
1 4 . 
(2) = [ato)ar, u-z [ein ar. 
0 0 


In $2 werden wir sehen, daß außer den sich sofort aus (1) und (2) ergebenden 
Ungleichungen 


(3) (a) yZu2ng b) AQ, SZ U2nQ, 
keine weiteren Beziehungen zwischen u (U) und g,, 9: (Q}, Q,) bestehen können. 


2. Wir notieren als unmittelbare Folgerungen aus der Definition des Normalrisses: 
a) Die Normalrisse einer abgeschlossenen bzw. offenen Menge sind wieder abge- 
schlossen bzw. offen. 


b) Der Normalriß der Vereinigungsmenge verschiedener Mengen ist gleich der Ver- 
einigungsmenge der Normalrisse der einzelnen Mengen. 


c) Das Quermaßintegral besitzt die additive Eigenschaft, daß für A’>A 
u(A)Zu(A), UA) U(A) 
besteht. 
3. Eine ausschlaggebende Rolle spielen in unseren späteren Betrachtungen die 
Rumpfbereiche R',, R';, die wir einer Menge A in folgender Weise zuordnen: Wir deuten 
die Funktion 519) (4 en) als Abstand von Geraden G’(p) (G’’($)) der Richtung 4 


von einem festen Ursprung 0. Dann ist der Durchschnitt aller durch die G’(p) (G’ ()) 
definierten und 0 enthaltenden Halbebenen nicht leer, sondern stellt einen konvexen 
Bereich mit Mittelpunkt dar, den wir den inneren (äußeren) Rumpfbereich R',(R')) von A 
nennen wollen. Aus der Definition folgt sofort: 


(4) g(R4, 9) <g(A, 9), QURZ,g) <O(A, 9) 
und mithin 
5) q( Ri) < g;(A), QuRU)<S0Q,KA) G=h2), 
u(R,) <u(A), - U(RY) < U(A). 


Der Beweis der weiteren wichtigen, aber in umgekehrter Richtung verlaufenden 
Ungleichung 

(6) m(R;) = m(A), M(RZ) > M(A) 
soll dem $ 3 als Aufgabe vorbehalten bleiben. 


4. Für Rumpfbereiche beweisen wir noch den folgenden Approximationssatz: 
Der Rumpfbereich einer Menge läßt sich beliebig genau durch ein Polygon mit Mittel- 
punkt approximieren, dessen Seiten auf erzeugenden Geraden liegen. 


Dabei wollen wir unter erzeugenden Geraden die Geraden G’($) (G’’(g)) verstehen, 
die wir bei der Konstruktion des Rumpfbereichs R/,(R/%) benutzt haben. 


Zum Beweis sei S’(g) der Parallelstreifen, der von den erzeugenden Geraden G’(g) 


und G’(g + r) begrenzt wird, und /), der Durchschnitt der Streifen $’(g,) und s(9 + 7) 
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Bezeichnet dann noch D,(9) den Durchschnitt D,S’(9), so möge , eine Richtung sein, 
in der. das Maß von D,(9,) um höchstens 1 vom Minimum abweicht: 


m[D,(9,)] —minm[D,(p)] <1. 
In gleicher Weise seien D,(p) = D,(9,) S’(g) und 9, so gewählt, daß 


m[D,(g]—minm[D(p] <z- 


Durch Fortsetzung dieser Durchschnittsbildung ergibt sich schließlich eine Folge 
von Durchschnitten D, = D,(;), für die jeweils 


i 1 \ 
Dj4 = D,S(9;41); m(D,) — min m[D;,(p)] < Dr =12...) 


gilt, und die eine gegen ihren Durchschnitt D* konvergente Folge darstellen. 

D* besitzt dann die Eigenschaft, daß jeder Durchschnitt D*S’(») wieder mit D* 
zusammenfällt, d. h. aber, eine Eigenschaft, die nach Konstruktion nur Untermengen des 
Rumpfbereichs R, zukommen kann. Andrerseits wird dieser von jedem Bereich D, 
enthalten, so daß wir D* = R,, folgern dürfen. 

Da die D, gemäß ihrer Konstruktion Polygone darstellen, wie sie im Approxima- 
tionssatz beschrieben werden, folgt dieser aus der Konvergenz der D, gegen D* = R,, 
für den inneren Rumpfbereich. Für den äußeren Rumpfbereich lassen sich diese Ent- 
wicklungen in völlig gleicher Weise durchführen. 


$2. Mengen mit extremalem Quermaßintegral bei vorgegebenem 
Haupt- und Nebenquermaß. 


Bevor wir an die Bestimmung von Mengen mit extremalem Quermaßintegral heran- 
gehen, wollen wir zwei Typen von Mengen konstruieren, mit deren Hilfe wir unsere Aufgabe 
dann sehr einfach bewältigen werden. 

4. Unter einer Menge vom Typ x& wollen wir eine Menge verstehen, deren inneres 
und äußeres Quermaß in jeder Richtung zusammenfällt und in einer ausgezeichneten 
Richtung verschwindet, während es in allen übrigen Richtungen den gleichen positiven 
Wert annimmt: 

(9) =0; glp)=a>0 (PFp)): 


Ein Beispiel für solche Mengen ist leicht gegeben: Umfaßt A die Menge aller Punkte mit 


2 
2 +y?s (5) und rationaler Abszisse im kartesischen Koordinatensystem x, y, so ist A 


offenbar vom Typ a. 

2. Den Typ £ erklären wir umgekehrt: A ist genau dann vom Typ f, wenn das 
Quermaß von A in allen Richtungen verschwindet, mit Ausnahme einer ausgezeichneten 
Richtung 9,, in der es einen vorgegebenen positiven Wert annehmen soll!): 


ap) =0 (pP +90); qly) >. 


Ein Beispiel für diese Mengenklasse ist nicht so einfach zu geben. Dazu definieren 
wir eine Klasse A von abgeschlossenen Mengen in folgender Weise: 

a) Der Normalriß A(9,) der Menge AEX in der festen Richtung , stellt eine 
Strecke der Länge / dar. 

ı) Eine solche Menge wird auch von $. Mazurkiewiez und $. Saks, Sur les projeetions d’un ensemble ferme, 
Fundamenta 8 (1941), 109—113, konstruiert. Ob die dortige Konstruktion in gleicher Weise verläuft, ist mir nicht 


bekannt. 
9* 
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b) A € X besteht aus endlich vielen (etwa n) abgeschlossenen einander kongruenten 
und ähnlich liegenden Rechtecken AR, (v=1,2,...,n) mit den Seitenrichtungen 9, 


und 9, + 7 ; 
c) Jede Gerade der Richtung 9, geht durch das Innere höchstens eines Rechtecks A,. 
Alsdann können wir zeigen: Zu Ae X läßt sich bei vorgegebener Richtung $* und 
vorgegebenem e> 0 eine Untermenge A*e X von A derart angeben, daß 
sin (9 — 9*) | 
ng‘ 





(7) q(A*,y) Ss! 


statthat. 

Dazu greifen wir ein beliebiges Rechteck R unter den R,< A heraus, dessen Seiten- 
längen wir mit a und 5b bezeichnen, und wählen auf R ein Unterrechteck R’= R mit den 
Seitenlängen a und b’ < b in einer Weise aus (Fig. 1), daß bei passend zu bestimmendem, 
ganzzahligen p 


a 
(8) b’ = ctg (p* — pı) = 
gilt (in Fig. 1 ist p = 3). 


9 





























bn 
a2 





a 
Fig. 1. 


Nun teilen wir R in die Teilrechtecke T,(e =1,...,p) mit den Seitenlängen 
7 und b’. Die eine Diagonale D, von T, hat dann die Richtung %*. Wir zerlegen weiter 
D, durch äquidistante Teilpunkte P,, in m gleiche Teile und nehmen die P, „ gemäß 
Fig. 1 als Eckpunkte für neue Unterrechtecke 7, „, deren Seitenlängen durch a* = u 


und b* gegeben seien, wobei über a* und b* durch passende Wahl von m noch geeignet 
zu verfügen ist. 


Verfahren wir mit allen n Rechtecken A, in gleicher Weise, so gilt für die Ver- 
einigungsmenge A* aller dabei entstehenden Rechtecke 7, „sicher: 


A*eAX und A*<A. 


Um Aussagen über das Quermaß von A* zu machen, untersuchen wir zunächst das 
Quermaß der Vereinigungsmenge T* aller auf einem Rechteck 7’, gelegenen Rechtecke T, „. 


Mit y=9—g, und ö=sign y* (y* = 9*— p,) findet man für 0 < | y*| <z: 
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Bei... 
2 
m(a* cos y —c*sin |y|) + a*cos y + b*sin |y|, 0 Söy<söy*r, 


[m(a* cos y + b*sin |y|), söy<s0, 


(9) (7T*, 9) Ss 1 
m(c* sin |y| — a*cos y) +a*cosy +b*sin|y|, öy*<söySsöy, 


"T 


2 
* 
Hierin haben c* = a* ctg |y*| und y= arcctg 3 die aus Fig. 1 ersichtliche Bedeutung. 





Im(a* cos y +b*sin |y|), öy Söys 


Da das Quermaß der Vereinigungsmenge endlich vieler Mengen höchstens so groß 
sein kann wie die Summe der Quermaße der Einzelmengen, haben wir 


(10) g(A*, 9) = pn g(T*, p). 
Damit ergibt sich aus (9), indem man c* durch a* ctg y* ersetzt und aus Eigenschaft ce) 
für Mengen der Klasse W die Beziehung / -- na = mnpa* folgert: 


| 1eos y + mnpb*, -,<öy<0, 


Da i 
(11) g(A*, p) < | +nptar +89, pe, 





| lcos y + mnpb*, öy 


r i i 2na & 
Nun haben wir bei vorgegebenem e> 0 nur noch m> nn d.h. a* < Inp sowie 


”< ur zu wählen, um aus (11) die Richtigkeit von (7) erschließen zu können. 
Umfaßt ® nun die Richtungen @, (o=1,...,s), und sind die Mengen A,€ 4X so 
gewählt, daß A,<A,-, und g(A,yg) SI = er 92) | + & besteht, so gilt bei A,<A, 
sin (Po — %%) 
dann für jede Richtung , 
) E sin (9 — 9o)| 


sin (99 — Yo) zn 


(A, Y 


Enthält dann ®' speziell die Richtungen 9, + 5 "57 (x«=41,...,2X — 1), so können 


wir von einer beliebigen Menge A'” € X ausgehend eine Folge von Mengen AR (A=1,2,...) 
derart bestimmen, daß AW+?< AWe A und 


(12) g(A®, p)<I +15 (x=1,...,22--1) 


besteht. Damit sinkt jedoch der Wert von g(A®g) mit wachsendem A für + g, unter 


jede angebbare positive Schranke, und es gilt daher für den sicher abgeschlossenen Durch- 


schnitt A der abgeschlossenen Mengen A®: . 


(13) aA,y)=Ll gA,y)=0 (yHto). 

3. Es lassen sich nun leicht die Abschätzungsmöglichkeiten für das Quermaßintegral 
bei vorgegebenen Quermaßextremalen diskutieren; wir werden nämlich sofort einsehen, 
daß außer der trivialen Ungleichung (3) keine weiteren Abschätzungen gültig sein können. 
Zunächst erweist jede Menge des Typs f, daß ein Analogon zu der für konvexe Bereiche 
bekannten Ungleichung U > 2D nicht besteht. Alsdann lassen sich bei gleichzeitiger Vor- 
gabe von g, und g, (0, und Q,) stets Mengen angeben, für die in (3a) bzw. (3b) links oder 
rechts Gleichheit eintritt. 
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Ist A die Vereinigungsmenge einer unter 1. beschriebenen Menge des Typs x des 
Durchmessers g, (Q,) und einer zu ihr konzentrischen Kreisscheibe des Durchmessers 
9. (Q,), so tritt für A auf der rechten Seite von (3a) bzw. (3b) Gleichheit ein. 

Stellt A hingegen die Vereinigungsmenge zwischen einer Kreisscheibe des Durel:- 
messers g, (Q,) und einer Menge des Typs f dar, so tritt für A in (3a) bzw. (3b) auf der 
linken Seite Gleichheit ein. 


$3. Das Maß der Rumpfbereiche. 


Die Extremalprobleme für maximales Maß können wir größtenteils gemeinsam 
behandeln, indem wir die Probleme dadurch auf die Betrachtung konvexer Bereiche 
zurückführen, daß wir zeigen, daß der innere (äußere) Rumpfbereich einer Menge kein 
geringeres inneres (äußeres) Maß besitzen kann als die Menge selbst, d. h., daß die Un- 
gleichungen (6) gelten. Wir erweisen das zunächst für Mengen A, die aus endlich vielen 
konvexen Bereichen B,(v =1,...,n) bestehen, indem wir annehmen, daß (6) für jedes 
m Sn —1 schon erwiesen sei. Da Ungleichung (6) für n = 1 zudem bekanntlich richtig 
ist, bleibt zu zeigen, daß sie unter dieser Voraussetzung noch für n selbst richtig bleibt. 

Betrachten wir den Fall, daß einer der Bereiche B, verschwindenden Inhalt besitzt, 
so möge A* die Menge bezeichnen, die durch Weglassung dieses Bereichs aus A entsteht. 
A besteht dann aus höchstens (n — 1) Bereichen B, und es gilt offenbar: 

m(A*) = m(A) und m(R,.) < m(R;), 
so daß wir aus m(A’) s m(R/,.) sofort m(A) < m(R;) folgern können. 

Enthält A keinen Bereich des Inhalts null, so sei 7 die kleinste konvexe Hülle von 
A und H(t) der Parallelbereich zu H im Abstand i nach innen ?), ferner A(t) der Durch- 
schnitt von A mit A(t) und n(t) die Anzahl der Bereiche B,(t), die A(t) umfaßt. Alsdann 
sei £, dadurch bestimmt, daß n(t) = n für t < t, und n(t) <n für t> t, ist. 

Wir haben nun die Verringerung des Maßes von A(t) bei dieser Abänderung ins 
Auge zu fassen. Dazu sei A’(t) die Komplementärmenge zu A(t) auf H(t), und Ct) der 
Rand von H(t), der in den zu A(t) gehörigen Teil C*(t) und den A(t) angehörenden Teil 
€’ (t) zerfalle. Für die Abnahme des Maßes von H(t) können wir, ein Ergebnis von G. Bol?) 
benutzend, notieren: 


(14) m(H) — m(H,t,) = fuH, 1) dt. 


Auch die Abnahme des Maßes von A’(t) ist leicht anzugeben: Da die keinem B,(t) 
zugehörigen Teile von C‘(t) geradlinig verlaufen müssen (Fig. 2), besteht C’(t) aus endlich 








2) Die Parallelbereiche nach innen werden im Sinne von @. Bol, Isoperimetrische Ungleichungen für Bereiche 
auf Flächen, Jahresber. d. D.M. V. 51 (1941), 219—257, verstanden. 
®) Siehe a.a. 0.2) $2 (7). 
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vielen geraden Stücken, die sich bei wachsendem : parallel zu sich nach innen verschieben. 
Damit erhalten wir aber für das Maß m(A’, t,) analog zu (14): 


(15) m(A’) — m(A', t,) = [LC", dt. 


Hierin gibt L(C’, t) die Gesamtlänge von C’(t) an. 
Für das Maß von A(t) ist durch Differenzbildung wegen 
m(A,t) = m(H,t) — m(A’,t) und L(C*,t) = u(H, t) — L(C', ı) 
aus (14) und (15) 
th 
(16) m(A) — m(A,t,) = [ L(C*, t) at 
0 


zu folgern. 


Eine ähnliche Abschätzung läßt sich nun auch noch für m(R’,) angeben. Wir be- 
achten dazu, daß das Quermaß von A bei der Bildung der Menge A(t) in beliebiger 
Richtung um wenigstens 2: sinkt, so daß wir der Konstruktion von R’, entnehmen können, 
daß die Differenz zwischen den Quermaßen von A, und R/,., in jeder Richtung ebenfalls 
wenigstens 2 beträgt. Dann muß aber der Rumpfbereich R/,„, von A(t) enthalten sein 
im Parallelbereich R,(t) zu R‘, im Abstand t nach innen: 


Ryoy< Rt). 
Das Gegenstück zu (16) ergibt sich daher in der Form: 
th 
(17) m(R,) — m(R,u,) Z S ulRya) U. 
0 


Um (16) und (17) zu verknüpfen, zeigen wir noch, daß stets 


(18) L(C*,t) s u(R,, u) 
statthat. 


Das sehen wir so ein: Mißt s() die Bogenlänge von C'*(t) von einem beliebigen 


Nullpunkt aus, so stellt s(») = .(s(g) +s( +n)) die Bogenlänge eines konvexen 


Bereiches mit Mittelpunkt dar, den wir mit B bezeichnen. Das Quermaß von B läßt 


27 
sich alsdann durch das Stieltjes-Integral 3/ | cos (9 — y)|ds(y) wiedergeben. Da 
0 


27 27 
sfi cos (9 — y) | ds(y) = | cos (9 — y)|ds(y) und das zweite Integral sicher nicht 
0 0 


größer ist als das Quermaß g(A;t, 9) von A(t), haben wir g(B, y) Ss g(A;t, op). Nun 
ergibt sich aber aus der Konstruktion des Rumpfbereichs AR.) daß er jeden konvexen 
Bereich enthält, für den diese letzte Beziehung gilt, woraus folgt, daß B keinen größeren 
Umfang als R/,., haben kann. 

Aus (18) erschließen wir nun, daß für =1t, 

(19) m(R,) — m(A) Z m(R,a,)) — m(A, to) 
gilt. Da A(t,) wenigstens einen Bereich B,(t,) verschwindenden Inhalts besitzt, gilt 
m(Rya)) Z m(A,t,) und daher erst recht: m(R,) Z m(A). 

Nun zur Übertragung auf beliebige Mengen! Wir betrachten dazu zunächst den 
inneren Rumpfbereich AR’, der beliebigen Menge A, den wir nach dem Approximationssatz 
($ 1, 4) durch ein konvexes Polygon P,„ mit Mittelpunkt approximieren, dessen Seiten 
auf erzeugenden Geraden liegen. Dabei sei bei beliebigem e > 0 
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(20) m(P,) — m({R‘) < 3: 


Haben die n Seiten die Richtungen g, (r =1,...,n), so approximieren wir die 
Normalrisse A(9,) von A durch abgeschlossene lineare Mengen A; <A(g,), und diese 
durch Mengen A}>A;, die sich aus endlich vielen Intervallen derart zusammensetzen, 
daß (D der Durchmesser von A) 

(21) m (A, 9) —mı(A,) <z,p; 

(22) m,(A;) = m,(A, 9») 
statthat, und betrachten den Durchschnitt A* der aus den A} durch jeweilige Translation 
in der Richtung 9, zu erzeugenden Streifenmengen S,. Es ist dann A*(,)<A} und 
wegen (22) noch g(A*, ,) < 9(A, 9,), d. h. aber, es ist R,.in P„ enthalten. 

Nun ist wegen (21) in jeder Streifenmenge $, von A selbst höchstens eine Teil- 


menge des inneren Maßes 35 nicht enthalten, so daß A bis auf höchstens eine Teilmenge 


des inneren Maßes 3 im Durchschnitt A* der 5, enthalten sein muß, und damit gilt: 


(23) m(A) — m(A*) <z- 


Da nun A* nach Konstruktion aus endlich vielen konvexen Bereichen besteht und 
daher m(R/,.) Z m(A*) gilt, folgert man aus (20) und (23) unter Benutzung von R4.< Py: 
(24) m(R,) — m(A) = — € 
und, da e > 0 beliebig angenommen war, die erste der Ungleichungen (6). 
Für den äußeren Rumpfbereich geht man in analoger Weise vor, indem man die 


entsprechenden Normalrisse A(g,) zunächst durch offene Mengen und diese dann durch 
Mengen approximiert, die aus endlich vielen Intervallen bestehen. 


$ 4. Extremalprobleme für maximales Maß. 


Findet die Lösung eines Extremalproblems für maximales Maß bei vorgegebenem 
Quermaßintegral und Haupt- und Nebenquermaß unter Beschränkung der Betrachtung 
auf konvexe Bereiche B ihren Niederschlag in einer Ungleichung der Form 

(BB; g;9,u,m) 20, 
in der ® eine mit wachsendem g,, 9, u monoton zunehmende und mit wachsendem m 
monoton abnehmende Funktion darstellt, so ist die Übertragung auf beliebige Mengen A 
mit Hilfe der Rumpfbereiche AR’, und AR‘) unmittelbar gegeben. Wegen (5) und (6) findet 
man nämlich: 
© (A; 91 92, U, m) = ® (Ri; 91, 92, U, m) > 0, 
® (A ;Q1Qs, U, A) = ® (R;; 1,Q», U, M) > 0. 

Weiter behalten dann auch wie bei Beschränkung auf konvexe Mengen Extremal- 
bereiche ihre Extremaleigenschaft bei, wobei aber nicht unmittelbar Aussagen darüber 
gemacht werden können, ob sie die einzigen Träger dieser Eigenschaft bleiben. (Wenn 
man nicht von Teilmengen des inneren (äußeren) Maßes null absehen will, wird dies auch 
keineswegs der Fall sein!) 

Solche Verhältnisse liegen nun vor bei Vorgabe von: 

1. u (U); 3. u und g, (U und Q,); 
2. 9ı (Q)); 4. q, und 9, (Q, und Q,), 
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da die zugeordneten Funktionen 
®, = u? — Anm; ®, = 2ug, — ng — Am; 


®, .. gi — Am; ®, = Pi arcsin „2 + ga V 1—n— 2m 


den geforderten Monotoniebedingungen genügen und für konvexe Mengen ®, > 0 statthat. 
Für beliebige Mengen ergeben sich also die Ungleichungspaare®) 
6, u? — Anm >20, U? — 4nM 0; 
ag —Am —=0, a —4M =z0; 
2u, ng — im 0, 
2UQ,— na —4M 20; 


q, arcsin 4 +2 V/a—R—m20, 


Q arcsin 5? +09, VE — &—2M 20. 
1 
Anders liegen die Verhältnisse bei vorgegebenem u und g, (U und Q,). Hier lehrt 
ein Beispiel, daß die Ungleichung 1. nicht weiter verschärft werden kann: Für eine Menge 


des Quermaßintegrals u (U) und des Hauptquermaßes g, > = (> n ‚ die sich als Ver- 


einigungsmenge eines Kreises des Radius 3 (25) und einer Menge des Typs ß darstellen 


läßt, tritt in 1. nämlich stets Gleichheit ein. 


4) Für Mengen, die sich aus endlich vielen konvexen Bereichen zusammensetzen, wurden die Ungleichungen 
1. bis 3. behandelt von: @. Szekeres, Ein Problem über mehrere ebene Bereiche; B. v. 8z. Nagy, Über ein geometrisches 
Extremalproblem; J. Favard, Sur le problöme trait& par G. Szekeres et B. v. Sz. Nagy. Acta Univ. Szeged, Acta Sci. 
math. 9 (1940), 247— 252; 253— 257 ; 258— 260. 
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Einige dem Vierscheitelsatz verwandte Sätze über Eilinien. 


Von D.Ohmann in Frankfurt a.M. 





Als Folge eines allgemeinen Satzes über translationsinvariante Linearaggregate der 
Stützfunktion einer Eilinie werden wir eine Reihe von Sätzen beweisen, die zu dem Vier- 
scheitelsatz in enger Beziehung stehen. Sie beziehen sich dabei in Nr. 2 auf umbeschriebene 
Polygone und in Nr. 3 auf Teilbogen fester Gesamtkrümmung!). Die Nr. 4 bringt schließ- 
lich Übertragungen auf Eilinienpaare. 

1. Um unsere Sätze in gemeinsamem Rahmen beweisen zu können, betrachten wir 
für die als hinreichend oft stetig differenzierbar vorauszusetzende Stützfunktion h(%) 
einer Eilinie C ein Linearaggregat der Form 

(1) y($) =£ ah (p+ &), 
das von h(g) und seinen ersten m stetigen Ableitungen h(®(g) an den n Stellen + a, 
linear abhängt. 

Geometrisches Interesse bieten unter solchen Ausdrücken vor allem die, die von 
der speziellen Wahl des Ursprungs unabhängig, d.h. translationsinvariant sind. Besitzt 
alsdann y(9) diese Eigenschaft, so wählen wir den Ursprung derart, daß für die Stütz- 
funktion die Relation 


2n 2n 
(2) Ship) sin gdp = f h(p) cos pdp = 0 
0 0 


besteht. Das Gleiche gilt dann auch von h(®(@) und schließlich von y(Y), so daß wir 
formulieren dürfen: 
Ist y(g) ein translationsinvariantes Linearaggregat der Stützfunktion h(9), so ist 


2n 2n 
(3) S y(p) sin gdp = f y(y) cos pdp =. 
0 0 


Das Gleiche gilt offenbar auch von kontinuierlichen Linearaggregaten 


2x 
(4) y(p)= ES a,(y) hw(p+ y)dy. 


„0 


2 
Da aus (3) bekanntlich folgt, daß die Funktion y() ihren Mittelwert y = 5 fyinde 
0 


wenigstens an vier verschiedenen Stellen annimmt und sich diese Zahl bei 


y(p) -+ y(p +) = const. 
sogar auf sechs erhöht, haben wir den für das Folgende grundlegenden 


Satz I. Ein translationsinvariantes stetiges Linearaggregat der Stützfunktion einer 
Eilinie (mit y(9) + y(9+ a) = const.) nimmt ihren Mütelwert wenigstens vier- (sechs-) 
mal an. 


!) Die Ergebnisse der Nr.8 sind dabei allgemein bekannt und haben nur Platz gefunden, um das Gemeinsame 
an den Problemen hervorzuheben. 
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2. Wir wenden Satz I zunächst auf umbeschriebene Polygone an. Dazu seien 
S(g — a), S(g) und S(p + ß) die Stützgeraden der Eilinie C in den Punkten der äußeren 
Normalenrichtungen 9 — a, 9, 9+ ß. Für die Länge s(@) der durch S(p — x) und 
S(@+ ß) von S(g) herausgeschnittenen Strecke findet man dann: 


6) = 


sin & 
s(g) stellt also ein Linearaggregat der Stützfunktion h(@) von C dar, das offenbar trans- 
lationsinvariant und zudem mit h(9) auch stetig ist. Da in s(p) keine Ableitungen von 
h(g) enthalten sind, benötigen wir zur Anwendung des Satzes I auf s() keinerlei ein- 
schränkende Differenzierbarkeitsvoraussetzungen für die Eilinie C. 


[MP — a) — hip) cos a]+ zu 5 [ip + — Alp) cos P]. 


Nun betrachten wir alle einer Eilinie umbeschriebenen Vierecke P,(y), mit den 
festen von g unabhängigen Eckenwinkeln «,, wobei P,(9) etwa auf die variable Nor- 
malenrichtung der zwischen den Eckenwinkeln x, und &, liegenden Seite bezogen sei. 
Sind dann s,(®) die Längen der Seiten von P,(g), so ergibt die alternierende Summe 


(6) A(9) = sı(P) — s2(P) + ss(P) — sa(P) 
wiederum ein translationsinvariantes und stetiges Linearaggregat von h(g), das, wie man 
(5) entnehmen kann, den Mittelwert null besitzt. Wir haben also wenigstens vier Stellen 
(wenn C konstante Breite besitzt, sogar sechs Stellen), an denen A(@) verschwindet. Da 
sich P,() in diesen Stellen. bekanntlich als Tangentenviereck eines Kreises ausweist, 
folgert man unmittelbar: 

Satz 1. Unter allen einer Eilinie (konstanter Breite) umbeschriebenen Vierecken mit 
vorgegebenen Eckenwinkeln gibt es wenigstens vier (sechs) Kreistangentenvierecke. 

Dieser Satz stellt das Analogon zum Vierscheitelsatz dar, nach dem sich auf jeder 
stetig gekrümmten Eilinie wenigstens vier Punkte angeben lassen, in denen die Krüm- 
mungskreise in mehr als zweiter Ordnung berühren. Es sei noch bemerkt, daß die vier 
Kreistangentenvierecke paarweise bzw. zu viert zusammenfallen können, wenn wir um- 
beschriebene Parallelogramme bzw. Rechtecke ins Auge gefaßt hatten. 

Ferner: Bei den der Eilinie C umbeschriebenen Polygonen P,(g) mit n Ecken und 
festen Eckenwinkeln stellt mit den einzelnen Seitenlängen s,(9) auch deren Summe, d.h. 
der Umfang L„(g) von P,(Y) ein stetiges translationsinvariantes Linearaggregat der 


Stützfunktion h() dar. Da sich für den Mittelwert von Z„(9) der Wert L- &tg 3 ergibt 


(L = Umfang von C, &, = Außenwinkel von P,„()), folgert man aus Satz I: 


Satz 2. Unter allen einer Eilinie (konstanter Breite) des Umfangs L umbeschriebenen 
Polygonen mit den fest vorgegebenen Außenwinkeln &, gibt es wenigstens vier (sechs), deren 


Umfang den Wert L- Ztg7 annimmt. 
Wie in Satz 1 können auch hier die ausgezeichneten Polygone paarweise zusammen- 


fallen, wenn die «, eine Periodizität: &, = &,+,(p < n) aufweisen. Die Mindestzahl derer, 
die nicht zusammenfallen, bleibt jedoch zwei ?), wie folgende Betrachtung erhellt: Ist p, die 


Do 
kleinste unter den Zahlen p, für die x, = x,+, gilt, so ist „u = a, die kleinste unter den 


Zahlen y, für die P,() mit P„(@ + y) zusammenfallen kann. Da L„(g) dann schon die 
Periode y, besitzt, muß es auf dem halboffenen Intervall <0, y,) wenigstens zwei Stellen 
geben, an denen Z„(9) seinen Mittelwert annimmt, und für die, da sie um weniger als y, 
auseinanderliegen, die zugehörigen Polygone P„() nicht zusammenfallen können. 


i 2n . i j ara 
2) Für v, = ri siehe R.C. Bose, A theorem on equiangular convex polygons eircumseribing a convex curve, 


J. Indian math. Soc. (2) 2, 96—98 (1936). 
g 10* 





76 Ohmann, Einige dem Vierscheitelsatz verwandte Sätze über Eilinien. 


3. An kontinuierlichen Linearaggregaten tritt uns als einfachstes die Länge der 
Teilbogen einer Eilinie fester Gesamtkrümmung «& entgegen: 
+42 
2 


(7) tn = | hway+ np +5)—r 


._.: 
2 
Da darin die erste Ableitung der Stützfunktion enthalten ist, setzen wir deren stetige 


Differenzierbarkeit voraus. Wir finden dann, da das Mittel von s,(») den Wert 3 L 


besitzt (L = Länge der Eilinie): 
Satz 3. Unter allen Teilbogen einer Eilinie ( er Breite) der PO Gesamt- 


krümmung & existieren wenigstens vier (sechs) der Länge 32° L. 


Bezeichnet man win) als mittlere Krümmung des betreffenden Bogens, so ist 


damit im wesentlichen wieder ein Vierscheitelsatz im Großen ausgesprochen. 

Wählt man noch speziell x =r und beachtet, daß s,(9)+ s»(g + nr) =L statthat, 
so findet man noch 

Satz 4. Auf einer Eilinie lassen sich wenigstens drei Paare von Gegenpunkten angeben, 
die den Umfang hälften. 

4. Ein großer Teil der in Nr. 2 und Nr. 3 gewonnenen Sätze läßt eine Verallgemeine- 
rung zu, indem man sie auf Eilinienpaare überträgt. Es seien dazu C’ und C”’ zwei Eilinien 
des Umfangs L’ bzw. L”’ und y(C’, @), y(C”’, y) die gleichen translationsinvarianten und 
stetigen Linearaggregate der Stützfunktionen h(C’, @) bzw. h(C’, @). Für die Funktion 


1 ’ 1 2 
(8) sp) = Full, — zrylC”, p) 
gilt dann 


2 27 27 

(9) S g(p) do = [ g(p) sin pdp = [ g(p) cos pdp =0. 

Haben C’ und > zudem einander homethetische Vektorbereiche, so besteht zu- 
sätzlich: 

Tr MC, + MC, g+ m] = ga [hC”, 9) + hC”, g+ m]; 
d.h. aber: 

(10) glg) +g(p + m) =0 

Wenden wir dann auf die Funktion g() den Satz I an, so lassen sich die Sätze 
2 bis 4 ohne weiteren Kommentar auf Eilinienpaare übertragen. Die Übertragung von 
Satz 1 läßt sich damit jedoch noch nicht in sinnvoller Weise durchführen und ist mir 
bisher auch auf andere Art nicht gelungen. 

Wir führen die verallgemeinerten Sätze noch kurz auf: 

Satz 2*, Unter allen zwei Eilinien (mit homothetischen Vektorbereichen ) umbeschriebenen 
Paaren von Polygonen mit einander parallelen Seiten und festen Eckenwinkeln gibt es 
wenigstens vier (sechs) Paare, deren Umfänge sich zueinander verhalten wie die der zu- 
gehörigen Eilinien. 

Satz 3*. Auf zwei Eilinien (mit homothetischen Vektorbereichen) gibt es unter allen 
Paaren gleichliegender Bögen fester Gesamtkrümmung wenigstens vier (sechs), deren Längen 
sich zueinander verhalten wie die Umfänge der Eilinien. 

Satz 4*. Auf zwei Eilinien existieren wenigstens drei Paare von gleichliegenden 
Gegenpunktpaaren, die die Umfänge im gleichen Verhältnis teilen. 





Eingegangen 22. Mai 191. 





Sur certains espaces de fonctions holomorphes. II.') 


Par Alexandre Grothendieck, Nancy. 





8 7. Etude topologique des espaces H(O, E). 


1. Interpretation de certains theoremes des paragraphes pr&cedents en termes de 
produits tensoriels topologiques, et generalisations. Pour toute pe P(Q,), et ae E, posons 


(10) y®alz) = y(2)a. 
Cela definit une application bilineaire de P(2,) x E dans P(2,, E), et on verifie immedia- 


tement que cette application est continue. Par suite, toute forme linsaire continue u sur 
P(2,, E) definit une forme bilineaire continue @ sur P(2,) x E par la formule 

(11) u(9,a) = u(lp®a). 

Proposition 6. L’application lineaire naturelle u—u du dual de P(2,,E) dans 
Vespace B(P(2,) x E) des formes bilineaires continues sur P(2,)x E, definie par la 
formule (11), est une application biunivoque sur. Aux parties equicontinues du dual de 
P(2,, E) correspondent les parties equicontinues des B(P(2,)x E). 

En effet, un element du dual de P(2,, E) s’identifie, par le th&eor&me 2 bis, ä une 
ge P(Q,, E’) ayant localement une image &quicontinue; et une forme bilineaire bicontinue 
sur P(2,)x E, ou, ce qui revient au möme, une application linsaire de P(2,) dans E’ 
appliquant un voisinage de l’origine en une partie &quicontinue de E’, s’identifie (par le 
th&oreme 3 et la remarque 1 qui le suit) ä une he P(@,, E’) ayant localement une image 
&quicontinue. Or on verifie immediatement qu’avec ces identifications, l’application u —u 
definie par (11) est l’identite. Par ailleurs, l’application des criteres de la proposition 2 bis 
du $4 et de la remarque 2 suivant le th&or&me 3, montre que les parties &quicontinues 
de P(Q2,, E)' et de B(P(2,) x E) sont les m&mes (noter qu’une partie equicontinue de ce 
dernier espace revient ä un ensemble d’applications lineaires de P(2,) dans E’ qui appli- 
quent un möme voisinage de l’origine en une partie equicontinue fixe de E’). 


Corollaire. L’ensemble des g®a (pe P(Q,), a&E) est total dans P(Q2,, E). 


Nous exprimerons la proposition 6 en disant que P(2,, E) est un produit tensoriel 
topologique des espaces P(2,) et E relativement ä& l’application bilineaire (9, a)— g®a. 
De fagon gen£räle, si A, B, C sont trois espaces localement convexes, (a, b) — (a, b) une 
application bilineaire continue de A x B dans C, on a une application lineaire naturelle 
u— du dual C’ de C dans l’espace des formes bilinsaires continues sur A x B, par la 
formule a(a, b) = u(£(a, b)). Nous dirons que C est un produit tensoriel topologique de 
A et B pour l’application £, si u —u est application biunivoque sur, et si aux parties &qui- 
continues de C’ correspondent les ensembles @quicontinus de formes bilineaires. Si 
d’ailleurs on suppose que € est engendr& vectoriellement par les el&öments de la forme 


!) [a premiere partie a 6t& publice dans tome 152 de ce journal. 
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ß(a, b), ou si on suppose que C est complet, alors le produit tensoriel topologique est 
essentiellement unique, dans un sens &vident ä& pre&ciser. Il n’est pas difficile de se con- 
vaincre d’ailleurs que si A et B sont donnes arbitrairement, un produit tensoriel topo- 
logique existe toujours: on prendra le produit tensoriel algebrique ordinaire (c.f. [1]) 
qu’ on munit de la topologie de la convergence uniforme sur les parties &quicontinues de 
l’espace B(A x B) des formes bilineaires continues sur A x B (cet espace &tant en eflet 
en dualit& naturelle avec A x B). En completant A & B pour cette topologie, on obtient 
d’ailleurs un produit tensoriel complet, note A®B. 

L’interet de la consid6ration d’un produit tensoriel topologique C pour deux espaces 
A et B tient en premier lieu au fait suivant facile a demontrer (qui caracterise le produit 
tensoriel topologique si on le suppose complet en plus): Les applications bilineaires 
continues de A x B dans un espace localement convexe complet H correspondent biuni- 
voquement aux applications lineaires continues du produit tensoriel topologique C dans //, 
par la formule ü(a, b) = u(a ® b) (oü nous avons remplac6 ß(a, b) par la notation a ® b). 
Il tient en second lieu au fait que l’on a sous certains hypothöses (notamment si A et B 
sont des espaces (75)), des th6oremes generaux non triviaux dont l’application dans 
certains cas particuliers peut &tre utile. Ainsi, un th&oreme general relatif aux produits 
tensoriels topologiques d’espaces (%), que je ne demontrerai pas iei, permet d’enoncer le 
corollaire suivant de la proposition 6, qui nous sera utile par la suite: 

Proposition 7. Soit E un espace (75), O une partie ouverte non vide de 2 distincte de 2. 
Alors toute fe P(O, E) est de la forme 


(12) f =, )i Pi ® a; 
o% (Yi)i, (a;); sont des suites tendant vers V dans P(O) et E respectivement, et (},); une suite 
de nombres positifs avec 2), <1. 

Corollaire. Si F est un sous-espace vectoriel ferme de E, alors l’application lineaire 
naturelle de P(O, E) dans P(O, E/F) est une application sur. 


Nous allons donner maintenant un autre corollaire de la proposition 6, impliquant 
une propriet& topologique remarquable des espaces P(O). Soient d’abord A et B deux 
espaces localement convexes complets. Alors on a un isomorphisme algebrique bien connu 
u —ü de leur produit tensoriel algebrique A ® B dans l’espace des applications lineaires 
de rang fini du dual algebrique B* de B dans A. D’ailleurs, iei z sera application faiblement 


continue (car somme d’applications ash qui sont evidemment faiblement continues), done 
determine deja par sa valeur sur le sous-espace faiblement dense B’ de B*, de sorte 
qu’on a en fait un isomorphisme algebrique canonique de A® B dans l’espace des appli- 
cations linsaires faiblement continues de B’ dans A — espace que nous dösignons par 
2&(B’, A). — On verifie de plus trivialement que quand on munit &(B’, A) de la topologie 
de la convergence uniforme sur les parties &quicontinues de B’, et A® B de sa topologie 
de produit tensoriel topologique döfinie plus haut, cette application lin&aire est continue. 
D’ailleurs, il est facile de voir que 2,(B’, A) (cette notation indiquant l’espace 2(B’, A) 
topologise comme on vient de le dire) est complet, de sorte que l’application lineaire 
ui peut se prolonger par continuite en une application linsaire continue du produit 
tensoriel complet A® B dans 2,(B’, A). Mais en general (par exemple chaque fois semble- 
t-il que A et B sont des espaces de Banach de dimension infinie), on n’obtient la ni un 
isomorphisme topologique dans, ni une application sur. Il existe pourtant certains espaces 
A tels que quel que soit l’espace localement convexe complet B, l’application preee- 
dente est un isomorphisme topologique sur. Il r6sulte d’une gön£ralisation facile de la 
theorie generale des noyaux-distributions de L. Schwartz (non encore publi6e) que tel est 
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le cas pour certains espaces de fonctions indefiniment differentiables, notamment les 
espaces (E) et (&)(voir definition dans [9]). Nous donnons plus bas quelques indications 
sur le cas de l’espace (&). La m&me propriete vaut pour les espaces P(O), de fagon preecise: 

Proposition 8. Soit O un ouvert non vide de la sphere de Riemann 2. Pour tout 
espace localement convexe complet E, application canonique du produit tensoriel complet 
P(0)® E = P(O, E) dans l’espace 2,(E', P(O)) des applications lineaires faiblement con- 
tinues de E’ dans P(O), muni de la topologie de la convergence equicontinue, est un isomor- 
phisme sur. 

Moyennant la proposition 6, cette proposition peut se regarder comme cas parti- 
eulier de la facile proposition 3 (oü on prend pour G l’espace E’ muni de la topologie 
de Mackey r(E’, E)). Nous appelerons espace nuclöaire tout espace qui satisfait ä la 
condition envisagee pr&ecedemment. Ainsi, les espaces (€), (S), P(O), sont des espaces 
nucleaires. Nous ferons ailleurs une &tude approfondie de ces espaces, incluant aussi les 
th&oremes que nous allons demontrer directement plus bas. Signalons seulement ici qu’on 
peut d&montrer sans difficult@ que le produit tensoriel topologique et le produit topolo- 
gique de deux espaces nucleaires est encore un espace nucleaire. Beaucoup moins facile 
sont les resultats suivants: un espace nucleaire est un espace (M) (c. f. [4]); tout sous- 
espace vectoriel ferme et tout quotient par un tel sous-espace d’un espace nucl6aire est 
encore nucleaire. Ces resultats ont de nombreuses applications, dont nous signalons la 
suivante: 

On notera que, alors que l’enonc& möme des th&eor&mes fondamentaux 2 et 3 fait 
intervenir le fait que l’ensemble O sur lequel on consid£ere des fonctions est une partie de 
la sphere de Riemann 2, la proposition 6 et ses corollaires propositions 7, 8 gardent un 
sens pour l’espace des fonctions holomorphes definies sur une variete quelconque, ä une 
ou plusieures dimensions complexes. Mais les th&or&mes correspondants pour l’espace 
de Schwartz (&) = &(O) construit sur O (espace des fonetions complexes indefiniment 
differentiables sur O, avec la topologie de la convergence de la fonction et de chacune de 
ses derivees multiples — derivees definies par des champs de vecteurs indefiniment 
differentiables —) se demontrent directement par les methodes de L. Schwartz sur une 
variete indefiniment differentiable quelconque O (voir No 3). En particulier, (O0) est un 
espace nucleaire. Done, si O est une variet&e holomorphe, comme H (0), espace des fonctions 
helomorphes complexes sur O, est un sous-espace vectoriel ferm& de &(O), il est lui-möme 
un espace nucleaire d’aprös le resultat signal plus haut. Comme d’autre part l’espace 
8,(E’, H(O)) s’identifie toujours, par le m&me raisonnement elementaire, a H(O, E), il suit 
tres facilement que les propositions 6, 7 et 8 sont encore valables dans ce cas plus general. 

Signalons enfin un dernier resultat, qui d&coule de la theorie generale des espaces 
nucleaires, et dont nous aurons besoin par la suite (et que nous admettrons encore, pour 
ne pas allonger cet expose£): 

Proposition 9. Dans l’enonce de la proposition 7, si f parcourt une partie conve.xe 
cerclee fermee bornee C de P(O, E), on peut supposer les suites (},); et (9:): fixes, et que les a; 
restent dans une partie bornee fixe B de E. 

Corollaire 1. Si C est une partie bornee de P(O, E), il existe une partie bornee A de 
P(O), et une partie bornee B de E, telles que C soit contenue dans l’enveloppe convexe cerclee 
fermee de l’ensemble des g®a(yeA,acB). 

Ce corollaire est, par dualite, &quivalent au suivant: 

Corollaire 2. L’isomorphisme canonique du dual de P(O, E) sur l!’espace B(P(0) x E) 
des formes bilineaires continues sur P(O) x E defini dans la proposition 6, est un isomor- 
phisme vectoriel topologigue quand on munit ces deux espaces de leur topologie forte. (Par 
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topologie forte sur B(P(O) x E), nous entendons la topologie de la convergence uniforme 
sur les produits d’une partie bornee de P(O) par une partie bornee de E.) 

Corollaire 8. Dans l’enonce du corollaire 1 de la proposition 7, si on suppose que toute 
partie bornee de E/F est l’image canonique d’une partie bornee de E, alors tout ensemöle 
borne d’applications holomorphes de O dans E/F est image canonique d’un ensemble born 
d’applications holomorphes de O dans E. 

Remarque. La proposition 9 peut encore se preciser dans le sens suivant: on peut 
trouver, pour tout indice i, une application lineaire-u —a,(u) de C- C dans C- B, appli- 
quant C dans B, telle que l’on ait pour tout ueC-C: 


u = zZ ki Pi & a;(u). 


Nous n’aurons pas par la suite a nous servir de ce complöment ä la proposition 9. 
Mais cette remarque est utile pour döterminer par exemple les applications linsaires 
bornees d’un espace vectoriel localement convexe F dans P(O, E). 

Bien entendu, la proposition 9, ces corollaires et ce qui pr&cede est valable encore 
pour l’espace H(O, E) construit sur une variet& holomorphe quelconque. 


2. Parties bornees, compactes et faiblement compactes d’espaces H(O, E). Dans la 
suite de ce paragraphe, nous considerons l’espace H(O, E) des fonetions holomorphes sur 
une vari6t& holomorphe quelconque O (A une ou plusieurs dimensions complexes), a valeurs 
dans l’espace localement convexe E. Pour simplifier les notations, nous supposerons 
que OÖ est un ouvert de C", mais cela n’a rien d’essentiel. 

On verifie trivialement que pour que A< H(O, E) soit partie bornee, il faut et il 
suffit que pour tout compact K<O, U f(K) soit partie bornee de E. Comme une derivation 

JEA 


est application continue de H(O, E) en lui-möme (en supposant H(O, E) stable pour la 
derivation — e. f. $2 —) et transforme donc les bornees en parties bornees, l’ensemble 


U Drf(K) sera partie bornee de E quel que soit l’indice de derivation multiple 


EA 
pP = (Pı, ---, Pu) definissant l’operateur de derivation multiple Dr, et quel que soit le 


compact K<O. 

Theoreme 5 (Theoreme de Montel). Soit A une partie bornee de H(O, E). Alors 

a) A est un ensemble equicontinu d’applications de O dans E, donc sur A la topologie 
(resp. la structure uniforme) de la convergence compacte est identique a la topologie (resp. la 
structure uniforme) de la convergence simple, et möme de la convergence simple dans une 
partie dense de O. 

b) Toute application de O dans E qui est limite simple d’applications elements de A 
est holomorphe — et appartient par suite ä l’adherence de A dans H(0O, E). 

c) Pour que la ‚partie A de H(O, E) soit relativement compacte (resp. precompacte) il 
faut et il suffit qu’elle soit bornee, et que pour tout z&£O, l’ensemble des f(z) (f€ A) soit rela- 
tivement compact (resp. precompact) dans E. 

Demonstration. a) L’&quicontinuite de A resulte de la formule des accroissements finis: 


fz + h) — fa) = fer +) dt 


oü on pose h= (h,),sisn; 2= (A)ısign. Posons || h || = Sup [A |, soit | 2 — || Sr 
une boule contenu dans O. On a pour || || <r 


a +) —Mz)e||h||- X, 
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oü K, designe la somme des enveloppes convexes cerclees ferm6es des ensembles de valeurs 
\ 

prises respectivement par = (z) dans la boule ||2— z, || <r. Mais A etant borne, les X, 

restent dans un borne fixe X de E, d’oü fu +h)— fz,)E||h || X pour ||A || sr, 

fe A, d’oü aussitöt l’&quicontinuite de A. — On notera que la demonstration resulte en 

fait de ce que H(O, E) est sous-espace vectoriel topologique de l’espace €!(O, E) des appli- 

cations continüment differentiables f deO dans Z, muni de la topologie de la convergence 


uniforme de f et de ses deriv&es partielles du premier ordre. — La d&monstration supposait 


implieitement que les z (z) &taient dans E, mais c’est &videmment licite, autrement il 


suffirait comme d’habitude de completer E. 

b) De a) resulte que si f est limite simple d’applications el&ments de A, elle en est 
aussi limite uniforme sur tout compact. De la rösulte aussitot qu’elle est holomorphe, car 
il est trivial de verifier que toute application de O dans E qui est limite uniforme sur tout 
compact de fonctions holomorphes est elle-m&me holomorphe (on se ramene par exemple 
immediatement au cas scalaire). 

c) En passant au complete E de E, et en consid6rant comme d’habitude H(0O, E) 
comme sous-espace veetoriel topologique de l’espace complet H(O, E), on est ramene ä 
demontrer le critere de compaeite relative dans H(O, E), le critöre de pr&compacit& en 
resultera aussitot. Mais le premier est consequence immediate du th&oreme de Tychonoff 
et de a) et b). 

Corollaire 1. Pour que dans H(O, E), les parties bornees soient relativement compactes, 
il faut et il suffit qu’il en soit de meme dans E. En particulier, H(O, E) est un espace (M) si 
et seulement si E l’est (ec. f. [4] pour la definition des espaces (M)). 

La topologie d’une partie compacte A de H(O, E) est identique & toute topologie 
separee moins fine sur A. Soit o une partie de O telle que toute fonction holomorphe 
complexe dans O qui s’annule sur o soit nulle (il suffit par exemple que o soit dense dans O, 
ou que, O 6tant connexe et A une dimension complexe, o ait un point d’aceumulation 
dans O): nous dirons alors que o est analytiquement dense dans ©. Alors deux fonctions 
elements de H(O, E) qui coincident sur o sont identiques, et par suite sur H(O, E) la 
topologie de la convergence simple dans o est separee. Elle est evidemment moins fine 
que la topologie de H(O, E), et induit par suite sur A la möme topologie que H(O, E). 
En passant au complete de E, ceci s’&tend de facon @vidente aux parties pr&compactes 
de H(O, E). De plus, tout ce que nous venons de dire est encore vrai pour les structures 
uniformes. En resume, on obtient le 

Corollaire 2 (Theoreme de Vitali). Soit A partie bornee de H(O, E), telle que pour 
tout z&O, l’ensemble des f(z) (fe A) soit partie precompacte de E. Soit o une partie analyti- 
quement dense de O. Alors sur A, la structure uniforme induite par H(O, E) est identique 
a la structure uniforme de la convergence simple dans o. Si on suppose les ensembles A (2) 
meme relativement compacts dans E, et si % est un filtre dans A tel que f(z) tende vers une 
limite suivant % pour tout z&o, alors ?5 converge uniformement sur tout compact vers une 
fonction holomorphe ge H(O, E). 

En remarquant que toute partie bornee de E est faiblement precompacte, on 
obtiendrait un enonce valable pour toutes les parties bornees de H(O, E), que nous laissons 
au lecteur le soin d’&noncer. Nous obtiendrons un resultat. bien plus precis avec le 
theoreme 7 du No 2. 

Un critere de faible compacit& dans H(O, E) tout analogue au theor&me de Montel 
est le 
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Theoreme 6. Pour qu’une partie A de H(O, E) soit faiblement relativement compactv, 
il faut et il suffit qu’elle soit bornee, et que pour tout z&O, l’ensemble des f(z) (fe A) soit 
partie faiblement relativement compacte E. 

La condition est &videmment necessaire, car pour tout z€O, f—f(z) est application 
linsaire continue de H(O, E) dans E, transformant donc parties faiblement relativemeni 
compactes en parties faiblement relativement compactes. Pour voir qu’elle est suffisante, 
il suffit de montrer que A est partie faiblement relativement compacte de l’espace C(O, E) 
des applications continues de O dans E, muni de la topologie de la convergence compacte 
(en effet, H(O, E) est un sous-espace ferm& de cet espace). Mais cela resulte du lemme 
suivant, ayant son inter&t propre (et qui est corollaire du th. 5 et th. 7a) de mon article [6)]): 


Lemme 1. Soit O un espace topologique, E un espace vectoriel localement convexe, 
C(0O, E) l’espace des applications continues de O dans E, muni de la topologie de la conver- 
gence compacte. Une partie A de C(O, E) est faiblement relativement compacte si et seulemen! 
si elle satisfait aux trois conditions suivantes: 


a) A est bornee. 


b) Pour tout z€O, l’ensemble des f(z) (fe A) est partie faiblement relativement com- 
pacte de E. 


c) Toute application de O dans E faible qui est limite simple d’applications elements 
de A, est continue. 

(Remarquer que la conjonction de b) et c) signifie evidemment — en vertu du 
theor&me de Tychonoff — que A est relativement compact dans C(O, E,) pour la topo- 
logie de la convergence simple, E, designänt E muni de la topologie faible). — Dans les 
conditions du theor&me 6, les trois conditions qui pr&cedent sont automatiquement 


verifises (c) resultant du theor&me 5b)). 


Corollaire. Pour que H(O, E) soit semi-reflexif, il faut et il suffit que E le soit. 


La suffisance est un cas particulier du th6oreme 6. La necessit& resulte de ce que E 
est isomorphe ä un sous-espace ferme de H(O, E). 


Au numero suivant, nous obtiendrons une autre d&emonstration du theor&me 6, 
donnant en möme temps un resultat plus precis (theor&me 7). 


3. Quelques proprietes auxiliaires des espaces €(O, E). Soit O un ouvert de R", on 
designera par E&(O, E) l’espace des applications f(£) de O dans E telles que pour tout 
zeE', <f(£), x) soit fonetion indefiniment differentiable dans O0. Nous avons dejä 
remarque (voir note du bas de la page 39) que cela implique que f est fortement continue 
et si E est complet, que f est fortement indefiniment differentiable. De toutes fagons, 
/ peut ötre regard&e comme application fortement indefiniment differentiable a valeurs 
dans le complete E de E. — Si E est complet, nous munirons &(O, E) de la topologie de 
la convergence compacte de f et de chacune de ses deriv6es, c’est alors un espace vectoriel 
localement convexe complet. Si E n’est pas complet, on munit &(O, E) de la topologie 
induite par E(O, E). L’espace E(O, E) est complet, ou meötrisable, si et seulement si E 
l’est, c’est donc un espace (7%) si et seulement si E l’est. 

Si R" est un espace C”, alors l’espace H(O, E) est un sous-espace vectoriel topo- 
logique de €(O, E). Les th&oremes concernant H(O, E) qui vont suivre ont avantage ä 
etre d&montres en faisant usage de ce fait, l’espace &(O, E) &tant mieux connu que 
H(0, E). Une methode plus directe serait il est vrai possible car on pourrait appliquer des 
theor&mes generaux sur les espaces nucleaires, th&or&mes dont les d&monstrations sont 
d’ailleurs tout analogues & celles que nous donnons ici. 
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Nous aurons surtout besoin du resultat suivant, dü essentiellement ä L. Schwartz: 


Lemme 2. Soit O un ouvert de R", E un espace localement convexe, soit p = (Pı,- - -, Pn) 
un indice de derivation multiple, et F, une application faiblement continue et dä support 
compact de O dans une partie equicontinue de E'. 

a) Pour toute feE(O, E), <Drf(£), F,(£)) est alors une fonction continue de &, et 
si on pose 


(1) Ah Dr) =" Dr f(&), Fr(E)) dE 


la forme lineaire ®, de f ainsi definie est continue. 

b) Reciproquement, toute forme lineaire continue sur E(O, E) est somme d’un nombre 
fini de formes g, du type precedent, ou les F, peuvent möme ötre choisies fortement continues. 

c) Si, pour p donne, on se donne un ensemble M „d’applications F', faiblement continues 
de O dans une partie equicontinue fixe V? de E’ s’annulant en dehors du compact fire K<O, 
alors ensemble M,, des formes lineaires correspondantes sur E(O, E) est equicontinu. Reci- 
proquement, tout ensemble equicontinu de formes lineaires sur E(O, E) est contenu dans la 
somme d’un nombre fini d’ensembles M, du type precedent, oü pour tout p l’ensemble M, 
des fonctions F, peut möme ötre choisi fortement equicontinu. (Par somme de deux ensembles 
A et B, nous entendons l’ensemble des a + b pouraeAetbeB). 

Nous ne donnerons pas ici la d&monstration de ce lemme, qui resulte de la carac- 
terisation donnee dans [9] des parties bornees de l’espace de distributions E’(O), dual de 
&(0). Notons seulement en passant que la demonstration prouve m&me que, si on fait 
correspondre ä toute forme lineaire continue ® sur E(O, E) la forme bilinsaire continue 
P(y®x) sur E(0) x E (8x designant l’application bilineaire continue naturelle de 
E(0) x E dans €(O, E), analogue ä& l’application bilinsaire H(0) x E— H(O, E) definie 
au Nol), l’application linsaire du dual E(O, E)’ de &(O, E) dans l’espace B(E(O0) x E) 
des formes bilinsaires continues sur E(O) x E, est un isomorphisme sur, qui identifie les 
parties &quicontinues de &(O, E)’' et celles de B(E(O) x E). En d’autres termes, avec la 
terminologie introduite au $7, Nol, &(O, E) est un produit tensoriel topologique de &(O) 
et de E. 

D’autre part, supposant pour fixer les idees que E est un espace (75) il est tres facile 
de montrer que les applications lineaires faiblement continues u de E’ dans E&(O) corres- 
pondent biunivoquement aux elements f de €(O, E) gräce ä la formule u - x’ (£) = <fl£), x’). 
Par suite la proposition analogue ä la proposition 7 du $5 est valable ici. En d’autres 
termes, avec la terminologie introduite au $7 No1l, &(O) est un espace nucleaire — comme 
nous l’avions deja annonce. 

La definition de la topologie de € (0, E) et l’&enonc& du lemme 2 se modifient de fagon 
&vidente si on suppose que O est une variet& indefiniment differentiable quelconque au 
lieu d’un ouvert d’un espace R*. Pour ne pas encombrer inutilement nos notations, nous 
nous restreindrons pourtant ä ce cas. 

Le lemme 2, conjugu6 avec le th&or&me de Hahn-Banach, donne aussi un th&oreme 
de structure analogue pour les ensembles @quicontinus de formes lineaires sur les sous- 
espaces vectoriels de E(O, E), et en particulier pour les ensembles &quicontinus de formes 
lineaires sur H(O, E), si R" est un espace C”. Nous nous dispensons de repeter l’&none& 
pour ce cas. 

Du lemme 2, on deduit le 

Theoreme 7. Soit A une partie bornee de &(O, E), E, l’espace E muni de sa topologie 
faible, o une partie dense de O. Alors toutes les topologies suivantes sur A, (ou les structures 
uniformes correspondantes), sont identiques: 

22” 
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a) Topologie induite par E(O, E,) muni de la topologie de la convergence simple dans » 
(ou de la topologie de la convergence simple, ou de la topologie de la convergence compacte). 

b) Topologie induite par E(O, E,) (avec sa topologie usuelle: convergence compacte de 
la fonction et de toutes ses derivees). 

c) Topologie induite par la topologie faible de &(O, E). 

De plus, toute application de O dans E qui est adherente ä A pour la topologie de lu 
convergence simple, est element de &(O, E). 

Demonstration. On peut &videmment supposer A convexe cercl& ferme. Alors i! 
suffit de d&montrer l’identite des topologies envisagees, l’identit& des structures uniformes 
correspondantes en resulte aussitot en raison du rösultat general que voici, et dont la 
verification est evidente: Soit E un espace vectoriel, A une partie convexe cercl6e de €, 
T, et T, deux topologies localement convexes sur E. Pour que T, et 7, induisent sur A 
la möme structure uniforme, il suffit d6ja qu’elles induisent le möme systeme de voisi- 
nages de 0. 

Il est d’autre part evident que la topologie b) est plus fine que la plus fine des topo- 
logies envisag6es dans a). Montrons que r&ciproquement la moins fine de ces dernieres 
est d6jä identique ä la topologie b). Enongons d’abord un lemme, analogue au theor&me 5, 
et se d&montrant de fagon identique: 

Lemme 3. a) La partie A de &(O, E) est bornee si et seulement si pour tout indice de 


derivation multiple p et tout compact K<=0O, l’ensemble U Drf(K) est partie bornee de E. 
JEA 
Une telle partie de E(O, E) est un ensemble equicontinu d’applications de O dans E. 


b) Pour que A<&(O, E) soit relativement compacte (resp. precompacte) il faut et ıl 
suffit qu’elle soit bornee, et que pour tout &£O, et tout indice de derivation multiple p, 
l’ensemble des Drf(£) (ou fe A) soit partie relativement compacte (resp. precompacte) de E. 

Il suit aussitöt comme pour le corollaire 2 du th&or&me 5, que si A est partie pre- 
compacte de E(O, E) — donc partie relativement compacte de l’espace complet &(O, E), 
oü E designe le complöt6 de E — la topologie induite par E(O, E) est identique ä la 
topologie de la convergence simple dans une partie dense o de ©. Le fait que la topologie b) 
de l’&nonc& du theoreme 7 soit identique & la topologie induite par E(O, E,) muni de la 
convergence simple dans o, est un cas particulier de ce qui precede, car en vertu du lemme 3, 
A sera bien une partie pr&compacte de E(O, E,) (toute partie bornee de E, etant en eflet 
faiblement pr&ecompacte). 2 

Done, les topologies dans a) et la topologie b) sont identiques. De plus, il est evident 
que la topologie c) est plus fine que la topologie de la convergence simple dans E(0, E,) 
car pour tout £EO, et tout z’EE’, la forme lineaire e; „(f) = (fl£), x’) sur E(O, E) est 
continue. Tout revient donc a montrer que la topologie b) est plus fine que la topologie ce). 
Soit done f€ A, % le filtre de ses voisinages dans la topologie induite par E(O, E,), il faut 
montrer que pour toute forme lineaire continue ® sur E(O, E), on a <f, ®) = lim. (g, ®) 

5 


Mais en vertu du lemme 2, ® est somme de formes ®, du type 


(8, Dp> = [<Drg(&), F(&)) d£ 
ö 
oü F,(£) est application fortement continue, ä support compact K<O, de O dans une 


partie &quicontinue de E’. On est donc ramene au cas oü ® est de cette forme simple, il 
faut done montrer que 


lim [ <Drg(e), Fr(&)) dE = [<Drie), Fri) de. 


0 


Il suffit pour ce de demontrer que la fonction complexe &—<Drg(£), F,(£)), variable 
avec g, tend suivant 75 uniformement sur K vers la fonction (Drf(£), F,(£)). Cela se 
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verifie en effet aussitot: soit M l’adherence de U Drg(K), et N=F,(K); M est une 
gEA 
partie bornee de E, N une partie fortement compacte de E’, donc sur M la topologie faible 


est plus fine que la topologie de la convergence uniforme sur N. Mais si g— suivant 

%, Drg(£) tend vers Drf(£) faiblement, et uniformement quand & parcourt K, done 

(Drg(£&), ©’) > <Drf(£), x’) uniformement pour £€ K, z’e N, d’oü le resultat voulu. 
Enfin, la derniere partie du theor&me 7 se demontre de fagon evidente gräce au lemme3. 


Corollaire 1. Pour que la partie A de E(O, E) soit relativement faiblement compacte, ıl 
faut et il suffit que A soit borne, et que pour tout &£O, l’ensemble des f(£) (fe A) soit partie 
faiblement relativement compacte de E. 


Corollaire 2. Pour que E(O, E) soit semi-reflexif, il faut et il suffit que E le soit. 

Le theoreme 7 et ses corollaires s’appliquent aussitöt aux sous-espaces vectoriels 
fermes de E(O, E), et en particulier aux espaces du type H(O, E). On reobtient ainsi le 
theor&me 6 du num£ro precedent. Il est bon de noter que le th&or&me 7 est assez sp6cial 
ä la nature particuliere des formes lineaires continues sur E(O, E). Ainsi, il est facile de 
definir des parties bornees et equicontinues d’un espace C(O, E), — E &tant par exemple 
un espace de Banach — (cf. lemme 1 ci-dessus), oü m&me la convergence simple.n’implique 
pas la convergence faible. 

4. Bidual d’espaces €(O, E) et H(O,E). Espaces €(O, E) et H(O, E) distingues. 
Soit M un espace localement convexe, M’ son dual fort. On appelle bidual de M ([4]) le 
dual M’’ de M’. Si M’* designe le dual algebrique de M’, M s’identifie a un sous-espace 
vectoriel de M’*, et il resulte aussitöt du th&oreme des bipolaires que M’” est la r6&union 
des adhörences faibles dans M’* des parties bornees de M (theor&me de Mackey). — Nous 
munirons toujours M’ de la topologie de la convergence uniforme sur les parties @qui- 
eontinues de M’, topologie qui induit sur M la topologie donnee de M. On voit par polarite 
qu’un systeme fondamental de voisinages de l’origine dans M” est form& par les ad- 
hörences faibles dans M’' des voisinages de l’origine dans M. 

Soit N un autre espace vectoriel localement convexe, u une application linsaire 
continue de N dans M. On verifie trivialement que l’application bitranspos6se u” de u — 
application de N’ dans M’’ — est continue pour les topologies precedentes, et que si u 
est un isomorphisme topologique dans, il en est de möme de u’’?). Donc le bidual d’un 
sous-espace vectoriel N de M s’identifie a un sous-espace vectoriel topologique de M’. 


Soit maintenant O un ouvert de R”, E un espace localement convexe, E’’ son bidual. 
& = €(0, E) s’identifie a un sous-espace vectoriel de E(O, E’). Nous allons prolonger la 
dualit& entre E et & en une dualite entre E(O, E’’) et €, de la fagon suivante. Soit ® une 


forme lineaire continue sur &, on aura done ® = 5 ®,,oü®, est donnee par 
pism 


(1) <f, D,> m (Dr f(£), F,(E)> dE, 
F,„ satisfaisant aux conditions du lemme 2. Mais l’integrale du second membre garde un 
sens si fe E(O, E’), car en vertu du fait que F, est fortement continue, la fonction ä 
integrer, <DPf(£), F,(£)), est fonetion continue de £. De plus, en vertu de la partie facile 
a) du lemme 2, applique ä l’espace E(O, E’’), la forme lineaire ainsi definie sur E(O, E’’) 
est continue, donc aussi la forme lin6aire 


(2) f> zZ [<Def(&), F,(&)) dE. 
po 
2) Mais on fera attention que l’application bitransposde d’un homomorphisme sur peut ne pas ötre un homo- 
morphisme sur, möme si M et N sont des espaces (). 
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Montrons que cette derniere ne depend que de ®, et non de la maniere dont ® est repre- 
sentee ä l’aide de fonctions F,. Montrons d’abord qu’il en est ainsi chaque fois que f est 
de la forme p® a, oü pe E(O), ae E’”. En eflet, montrons qu’on a alors 


Z[<Drf(&), F,(&)) d& = lim (pP ® x, ®) 
po ° 


oü % est un filtre sur une partie bornee A de E qui converge faiblement vers a. En efl«t, 
ona<p®82,0y= 8[<Dr(p®x) (E), F,(E)> dE il suffit de noter alors que pour tont 
»o 


indice p, la fonction <D?($® x) (£), F,(£)> tend uniformöment sur O vers la fonetion 
<Dr(g® a) (£), F,(£)> — comme il resulte aussitot du fait que F,(O) est partie fortement 
compacte de E’, par le m&me raisonnement &l&mentaire que dans la d&monstration «du 
theor&me 7. 

Ainsi, l’expression (2) ne d&pend que de la forme ® chaque fois que f est du type 
9 ® a. Mais les combinaisons lineaires des 9 ® a sont denses dans &(O, E’’) — fait qui se 
demontre el&mentairement, mais qui est aussi contenu dans le th&or&me, rappel& plus 
haut, affirmant qu’un espace E(O, M) est un produit tensoriel topologique de &(O) et de 1. 
Comme l’expression (2) est forme lineaire continue de fe&(O, E’), il suit que quel que 
soit fe E(O, E’'), sa valeur sur / ne d&pend que de la forme ® sur &(O, E). 

Par suite: toute Be E’ definit une forme lineaire continue sur E(O, E’’) gräce ä la 
formule (2), forme que nous noterons ®. <f, ®) est manifestement une forme bilinsaire 
sur E(0, E’’) x €. Done, toute fe E(O, E’’) definit une forme linsaire ® — (f, ®) sur E', 
que nous d6signerons par f. Nous avons ainsi defini une application lineaire ff de 
&(0, E’) dans €'*, prolongeant l’application canonique de & dans €'*. D’ailleurs, de la 
partie c) du lemme 2) il resulte aussitot que les formes f sont bornees sur les parties 
equicontinues de &. Nous allons prouver maintenant le 

Theoreme 8. a) L’application lineaire naturelle definie ci-dessus de E(O, E’') dans le 
dual algebrique &* du dual & de E = €(0O, E) est un isomorphisme vectoriel topologique 
dans l’espace des formes lineaires sur & bornees sur les parties equicontinues, muni de la 
topologie de la convergence uniforme sur les parties equicontinues de &. 

b) L’image de &(O, E’’) par l’application precedente contient le bidual €’ de &, de sorte 
que &' s’identifie 4 un sous-espace vectoriel topologique de E(O, E’). Ce sous-espace est dense 
dans E(O, E'). 

c) Si E est un espace (75), l’isomorphisme precedent de &' dans &(O, E’') est un iso- 
morphisme sur. 

Demonstration. a) Il est d’abord immediat que l’application f—f est continue. Il 
revient en eflet au m&me de dire que si ® parcourt une partie equicontinue de €, 
l’ensemble des formes lineaires f — <q, ®) sur E(O, E’) est &quicontinu. Or (f, ®) est 
donn& par la formule (2), et notre assertion resulte alors immediatement des conditions 
n6cessaires et suffisantes du lemme 2c). — Dire que de plus I-1 est un isomorphisme 
topologique, signifie que pour tout voisinage U de l’origine dans E(O, E’”), existe une 
partie &quicontinue M de €, telle que 

|<f,®> | < 1 pour toute Be M implique fEeU. 

Mais un syst&me fondamental de voisinages de l’origine dans E(O, E’') est obtenu 
en prenant les ensembles U(K, B, m) definis a l’aide d’un compact X <O, d’une partie 
equicontinue B de E’ et d’un entier m > 0 par la formule 

fe U(K, B, m) > Drf(K)< B® (polaire de B dans E”), pour |p | < m 
i.e. |<Drf(&), a’) | <1 pour ££K, x’eB, |p |< m. On peut donc supposer U de la 
forme U(K, B,m). Pour tout £€0, x’eE’, et tout indice de derivation multiple p, 
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soit & „ l’element de € defini par <f, e& „> = (Drf(&), x). Montrons que si f est element 
de &(O, E’), on a encore 

(3) <f, Er) = (Dr f(£), x). 

Alors nous pourrons prendre pour M l’ensemble des e2 ,„ (£eK,v’eB, |p| < m) qui 
est manifestement une partie equicontinue de €; M etant ainsi choisi, il resultera 
bien de (3) que |<f, 9) | < 1 pour toute De M implique fe U = U(K, B, m). 

Reste ä demontrer (3). Considerons la forme lin&aire continue e2 sur l’espace &(O), 
definie par (9, &2) = D%(£). D’apres un theoreme de L. Schwartz (cas particulier du 
lemme 2), cette forme lineaire sera de la forme 

(4) Do@)=,Dd= Z J Pro vn) dn 

algm 
oü les y, sont des fonctions complexes continues sur Ö, ä support compact. Pour f€ E(O, E), 
considerons la fonction 7 — (f(n), x’), e’est un el&ment 9, de E(O). On a en vertu de (4) 
HEISE D= E [Dim),)ylM)dn= zZ [<D'f(im), F (ln) dn 
elsmo alsmoO 
en posant F,(n) = y,(n) x’. Par definition, on a donc, pour f€ E(O, E') 
har= zZ SD, Ftmdddn= 2 [DH ED) wlan 
elsmoO alsmoO 
d’oü, en vertu de (4) applique ä la fonction n -- <f(n), x) 


her = <Dfle),2), e.q.f.d. 

b) Soit Xe €”, montrons que X provient d’une fe E(O, E’). Pour ce, soit A une 
partie bornee de € telle que X soit faiblement adherent ä A, soit 7 la trace sur A du filtre 
des voisinages faibles de X. Pour tout £€O, l’image de % par l’application g—g(£) de € 
dans E est un filtre de Cauchy faible borne, qui converge donc vers un element de E’”, 
que nous dösignerons par f(£). Je dis que l’application & — f(£) deO dans E” est € &(O, E’). 
En premier lieu, si E}’ designe E’ muni de la topologie faible definie par la dualite avec 
E', la derniere partie du th&or&me 7, appliquee ä la partie bornee A de E(O, E}’), montre 
que fe (0, Ey’), i. e. que pour toute z’€ E’, la fonction (f(£), x’) est indefiniment diffe- 
rentiable. Mais il faut montrer que pour toute forme lineaire continue x’’ sur E”, la 
fonction (f(£), x’) est indefiniment differentiable. Mais d’apres la definition de la topo- 
logie de E’, x’ sera limite simple de formes lin&aires qui appartiennent ä une möme 
partie &quicontinue M de E’, donc la fonction <f(£), x’’’) sera limite simple de fonctions 
fl&), x’), oü x’eM. Il suffit maintenant de montrer que l’ensemble des fonctions 
<fE), x’) (x’ € M) est une partie bornee de l’espace E(O) (cf. derniere partie du th&oreme 7). 
Mais pour x’€ M donne, <f(£), x’> est elle-möme limite simple de fonctions (g(£), x’), oü 
ge A. Il suffit done de montrer que l’ensemble des fonctions (g(£), x’), pourge A, X eM, 
est une partie bornee de E(O), ce qui se v£rifie en effet trivialement. 

Montrons que l’on a bien X = f, i.e. que (X, ®) = (f, ®) pour De. En effet 
(X, ®) = lim (g, ®), et expliecitant ® par une integrale (lemme 2) on est ramene ä 

5 


montrer que 


lim f <Drg(&), F,(&)) dE = J <Drf(£), F,(&)) dE. 
50 


F, etant comme d’ordinaire. Mais cela se voit comme d’habitude, en montrant que la 
fonction (Drg(£), F,(£)> tend uniform&ment vers la fonetion (Drf(£), F,(£)>- 

Nous avons donc d&montre que €” est contenu dans l’image canonique de E(O, E’), 
et s’identifie done A un sous-espace vectoriel de &(O, E’’). Pour montrer que ce dernier 
est dense, il suffit de montrer qu’il contient les g®a, (pe &(O), aeE”). Mais cela est 
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facile, car soit A une partie bornee de E ä laquelle a soit faiblement adherent, % la trace 
sur A du filtre des voisinages faibles de a, %, le filtre borne dans € image de % par 
application © —9® x. Il est manifeste que %, est filtre de Cauchy faible born dans 6, 
et si X est sa limite faible dans €’, que l’l&ment de &(0, E’’) qui correspond ä X par la 
construction faite plus haut n’est autre que 9®.a. 

c) De a) et b) resulte que dans le cas oü €’ est complet, €’ s’identifie a tout l’espace 
E(0, E’'). En particulier, si E est un espace (7), E est un espace (%), or on sait ([5]) que 
le bidual d’un espace (%5) est complet. Par la, le theoreme 8 est completement d&montıs, 

Si maintenant H est un sous-espace vectoriel de &, son bidual s’identifie A un sous- 
espace vectoriel de E(O, E’’'). En particulier, supposons que O soit un ouvert de C*, et 
prenons H = H(O, E). H’” s’identifie done a un sous-espace vectoriel topologique de 
E(0, E’), atout Xe H”, limite faible d’un filtre % sur une partie bornee A de H, correspond 
d’apres la construction donnee plus haut la fonction f(£) = lim. faible g(£). Mais on 


voit par application du theoreme 5b) ä l’espace E,’, que f(£) ui srulienien holomorphe 
de © dans E}’. Conjugue avec la remarque 1 du $2, cela donne fe H(O, E’). Done H” 
s’identifie a un sous-espace vectoriel de H(O, E’). On voit exactement comme ci-dessus 
que ce sous-espace contient les g® a (pe H(O), ae E”), et est par suite dense (corollaire 
de prop. 6). Enfin, si E est un espace (7%), MH’ sera encore complet comme bidual d’espace 
(%), et on aura encore H’ = H(O, E’'). En resum&, nous pouvons donc Enoncer le 

Corollaire du theoreme 8. SiO est un ouvert de C*, il existe un isomorphisme canonique 
du bidual H’ de H(O, E) dans l’espace H(O, E''), prolongeant l’application identique de 
H(0, E) dans H(O, E’'). L’image de H’' est dense dans H(O, E''). Si E est un espace (?5), cet 
isomorphisme est un isomorphisme sur. 

Rappelons qu’on dit qu’un espace localement convexe M est distingue ([4]), si toute 
partie faiblement bornee de son bidual est contenue dans l’adherence faible d’une partie 
bornee A de M, c’est-a-dire est une partie equicontinue du dual de M’ fort (en d’autres 
termes, si M’ fort est «tonnele » dans la terminologie de [3]). On notera qu’il existe des 
espaces (75) non distingues, comme il resulte d’une construction de G. Köthe relative ä 
une question voisine, conjugu6e avec certains r&sultats de ma note [5] (je donnerai ailleurs 
des indications plus detaillees sur ces questions). — On a le 

Theoreme 9. Soit O un ouvert de R" (resp. de C*), et soit E un espace (75). Alors 

a) E(O, E) (resp. H(O, E)) est distingu£ si et seulement si E lest. 

b) Plus generalement, pour que la partie bornee A de &(O, E)'” = &(0, E’) (resp. de 
H(0, E)' = H(0O, E’)) soit contenue dans l’adherence faible d’une partie bornee B de 
E(0, E) (resp. de H(O, E)), il faut et il suffit que pour tout compact K<O, U f(K) soit une 
partie de E’' contenue dans l’adherence faible d’une partie bornee de E. er 

Nous donnerons la d&monstration pour l’espace H(O, E) pour fixer les idees, le 
lecteur verifiera aisement qu’elle se r&pete identiquement pour E(O, E). En fait, comme 
nous l’avons d6jä dit, les th&or&mes 5 a 9 peuvent s’enoncer en termes abstraits pour le 
produit tensoriel topologique d’un espace nucleaire par un espace (75) quelconque. 

La partie a) de l’&enonce du theor&me 9 est manifestement contenue dans la partie b). 
La condition necessaire de l’enonce b), donc de l’&nonc& a), se reduit A une vörification 
triviale. D&emontrons maintenant que si E est distingue, H(O, E) l’est. En effet, soit A une 
partie bornee de H(O, E’’'). D’apres la proposition 9 du No, corollaire 3, il existe un 
borne M < H(0O) et un borne N < E” tels que A soit contenu dans l’enveloppe convexe 
cerelee fermee de l’ensemble des g®a (pe M,ae N). Par hypothöse, il existe un borne 
N,<E tel que N soit contenu dans l’adherence faible de N, dans E’. Soit B l’enveloppe 
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convexe cerclee ferm&ee dans H(O, E) de l’ensemble des g&a(peM, aeN,). C’est une 
partie bornee de H(O, E), et il est facile de verifier que A est contenu dans l’adherence 
pibie de B dans H(O, E’”). En effet, il suffit de le verifier pour des el&ments de la forme 


- Ehnsa, oa 3|4|<1, 9EeM,a,EeN. Soit, pour tout i, %; la trace sur N, du 


filtre des voisinages faibles de a,, on verifie alors aussitot que f est limite faible de 
m 
5 ),;9:® x; suivant le filtre produit des %; (en se servant comme usuellement de la repre- 
i=1 
sentation integrale des formes lineaires continues sur H(O, E) donnee par le lemme 2). 


m 
Comme les $& /;9; ® x; sont elements de B, il suit bien que f est faiblement adherente ä B. 
i=1 
Reste a demontrer la condition suffisante de la partie b) du th&oreme 9. Soit (K,) 


une suite de compaets eontenus dans O tels que tout autre compact dans O soit contenu 


dans l’un des Ä,. Pour tout i, il existe par hypothese un borne M;<E tel que U f(K,) 
jeA 


soit contenu dans l’adherence faible de M, dans E’’. On sait alors qu’il existe un born& 
M<E tel que pour tout i, existe 4, >0 tel que M,;< A,M («premiere condition de 


denombrabilite de Mackey »; c.f. [4]). Donc on aura f(K,)< 4; M pour tout ı (M designant 
l’adherence faible de M dene E’’'). On peut supposer M convexe cercle ferme dans E. En 
vertu de la remarque 2 du $2, les fe A peuvent donc ötre consider6es comme des appli- 


cations holomorphes de O dans l’espace de Banach # = C- M (muni de la « boule » M) 
et forment evidemment une partie born6e de l’espace H(O, F). Soit de möme E, l’espace 
de Banach C- M, et soit u l’application identique de E, dans E. L’application bitranspose&e 
u" applique E}’ dans E’’, et applique la boule de E}’ sur l’adherence faible de M dans E’” 
(car l’image de la boule de E7’ doit &tre faiblement adherente a M dans E’’ par continuite, 
et faiblement compacte comme image continue d’un faiblement compact). Par suite, on 
peut aussi considerer u’’ comme application lineaire continue de E}’ sur F. Du corollaire 
de la proposition 7 de ce paragraphe resulte que les f€ A sont de la forme u’’ og, oüg est 
application holomorphe de O dans E}’. Cette g correspondant ä une f€ A donn6e n’est 
pas determinee de fagon unique, mais en vertu de la proposition 9, corollaire 3, l’ensemble 
de ces g peut ötre choisi borne dans H(O, E}'), soit B. De la partie a) du th&oreme, 
- appliquee a l’espace de Banach E, (qui est distingu@ !) on tire l’existence d’une partie 
bornee B, de H(O, E,) telle que B soit contenu dans l’adhörence faible de B, dans H(O, E\'). 
Mais B, s’identifie aussi A une partie bornee de H (O, E). Je dis que la partie A de H (0, E’’) 
est contenue dans l’adherence faible de B, dans H(O, E’'). En effet, soit v l’application 
naturelle de H(O, E,) dans H(O, E), il est immediat de verifier que sa bitransposee v’’ 
est l’application de H(O, E/’) dans H(O, E’’) obtenue & partir de l’application lineaire u’ 
de E/' dans E’. Par suite, on a A<v’”’(B), or B est contenu dans l’adherence faible de B, 
dans H(O, Ei’), done v”’(B) et par suite A est contenu dans l’adhörence faible de 
v(B,) = B, dans H(O, E’'). Le th&oreme 9 est donc complötement demontre. 


5. Convergence forte des suites de formes lineaires sur H(O, E). Une propriet6 utile, 
verifi6e par les espaces (%) les plus importants (c. f. les espaces &tudies dans [9]) est la 
suivante: Si (x;) est une suite du dual de E qui converge fortement vers zero, il existe 
un voisinage de l’origine U dans E tel que (x!) converge vers zero uniformöment sur U; 
ou, ce qui revient au möme, il existe un born convexe cercl& ferm& K dans E’, tel que 
(x!) converge vers zero dans l’espace de Banach C- K (muni de la «boule» K). Cette 
propriet& peut pourtant ötre en defaut möme si E est un espace (M) (ec. f. [8]). 

Une condition plus forte que la pr&ecedente est: pour toute partie &quicontinue Ä, 
de E’, existe un voisinage U de l’origine dans E tel que sur K,, la topologie forte soit 
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identique & la topologie de la convergence uniforme sur U; ou, ce qui revient au möme, 
qu’il existe un ensemble &quicontinue convexe cercl& ferm& K > K, dans E’, tel que sur X‘, 
la topologie forte soit identique ä la topologie induite par l’espace de Banach C- K. Il est 
facile de mettre cette condition sous la forme duale: Pour tout voisinage V de l’origine 
dans E, existe un voisinage convexe cercl& ferme U de l’origine, tel que pour tout entier 
n>0, existe un borne A<Eaveen-U<A+V. D’ailleurs, appliquant le fait qu’un 
espace (75) satisfait a la premiere condition de denombrabilite de Mackey (ec. f. [4]), cela 
equivaut quand E est du type (75) & l’existence d’ur borne fire A, ayant la propriste: 
pour tout voisinage V de 0, existe un voisinage U de O tel que, quel que soit l’entier 
n > 0, on puisse trouver un entier m, tel que 


n-Ucem. A+V. 


Si E possede cette propriete, E sera appel& quasi-normable. Dans le cas oü E est 
un espace (M), cette propriete signifie aussi manifestement: pour tout voisinage convexe 
cerel& ferm& V de 0, existe un voisinage U de 0 qui soit pr&compact pour la topologie 
definie par l’unique voisinage V. 

Il est facile de voir que le produit tensoriel complet de deux espaces (7) quasi- 
normables est quasi-normable. D’autre part, on voit immediatement que l’espace H (0) 
est un espace (M) quasi-normable. Un systeme fondamental de voisinages de 0 est en 
effet forme par les U(K) et leurs homothetiques, oü pour tout compact K<O, U(K) 
designe l’ensemble des f€ H(O) telles que |f(&) |< 1 pour &£ K. Pour U(K) donne, soit 
O, un voisinage ouvert relativement compact de X dans O, je dis que U (0,) est pr&compact 
pour la topologie definie par le voisinage U(K) de 0, c’est ä dire pour la topologie de la 
convergence uniforme sur K. Il suffit pour cela de verifier que U(0,) est un ensemble 


equicontinu de fonctions sur K, mais cela rösulte du theor&me de Montel, les fe U (0,) 
formant un ensemble borne dans l’espace H(O,). — Si maintenant E est un espace (%) 


quasi-normable (en particulier un espace de Banach), alors H(O, E) = H(0)®E est 
quasi-normable d’apr&s ce que nous avons dit plus haut, d’oü la 


Proposition 10. L’espace H(O) est quasi-normable. Si E est un espace quasi-normable, 
H(0, E) est quasi-normable. 

D’ailleurs, une d&monstration toute analogue donne que l’espace E(O) est quasi- 
normable, par suite aussi les espaces E(O, E) pour des espace E qui sont quasi-normables. 
D’autre part, on peut montrer que tout sous-espace vectoriel ferm& d’un espace (M) 
quasi-normable est quasi-normable, ce qui ramene encore la propriet&e envisagee pour 
H(0) a la möme propriete pour &(0). Enfin, signalons qu’on peut möme montrer que tout 
espace nucleaire est quasi-normable®). 


S 8. Etude des espaces P(Q,, E). 


Dans ce paragraphe, nous considerons de nouveau des fonctions holomorphes locales 
sur une partie 2, de la sphere de Riemann 2, a valeurs dans un espace localement convexe 
E, sans nous pr&occuper si les resultats obtenus auraient en realit& une port&e plus generale. 
(2, designera comme d’habitude le compl&mentaire de 2,, et on suppose 2, et 2, non vides. 


3) Nıte ajoutde pendant la corrcetion des &preuves. — Pour les resultats utilises dans la th6orie des espaces 
(%), voir: A.Grothendieck, Sur les espaces (%) et (D%), 4 paraitre dans Summa Brasiliensis Mathematicae. Pour 
les espaces nucleaires voir: A. Grothendieck, Produits tensoriels topologiques et espaces nucleaires, & paraitre aux 
Memoirs of the American Math. Soc., 1954. 
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1. Les espaces P(2,, E) comme duals forts, et determination de leurs parties borr &es. 
On peut se demander si la topologie assez naturelle que nous avons introduite sur P(2,,E) 
au $ Aest aussi la topologie forte de P(2,, E), consider& comme dual de son dual. De fagon 
generale, suivant la terminologie de [3], nous dirons qu’un espace localement convexe Pest 
tonnel6e, si sa topologie est identique & la topologie forte du dual de P’ faible, ou encore, 
si toute partie faiblement born&e de son dual est &quicontinue. Ainsi tout espace () est 
tonnele. Par definition, le dual fort d’un espace E est tonnel6 si et seulement si E est 
distingue. Les espaces tonneles forment sans doute la classe la plus importante d’espaces 
vectoriels utiles depassant le cadre des espaces (%) (voir [3]). 

Il est facile de voir que pour que P(2,, E) soit tonnele, il est necessaire que E le 
soit, du moins si oo€E2, (E’ s’identifie alors a un sous-espace du dual de P(2,, E) gräce 
au theoreme 2 bis). Nous supposerons done E tonnele. Le dual de P(2,, E) s’identifie 
alors A tout P(Q,, E’) (th. 2 bis) et dire que P(Q2,, E) est tonnele signifie indifferemment 
que sa topologie est celle de la convergence uniforme sur les parties faiblement bornees 
de P(2,, E'), ou que toute partie faiblement bornee de P(2,, E’) est &quicontinue — ou 
enfin, ce qui revient encore au möme par la proposition 2 bis, que toute partie faiblement 
bornee de P(2,, E’) soit contenue dans l’image canonique d’une partie bornee d’un 
P(0, E,), oü O est un voisinage ouvert de 2, (E, designant E’ faible). On a dans cet ordre 
d’idees la facile 


Proposition 11. P(Q,, E) est tonnele dans chacun des deux cas suivants: 


a) E est tonnele, et 2, ferme, 
b) E est un espace (%). 

Demonstration. a) resulte immediatement de ce qui pr&ecede, car, 2, etant ouvert, il 
suffit de verifier que toute partie A de P(Q,, E;) qui est bornee pour la dualit& avec 
P(2,, E) est bornee. Mais d’apres le theor&me 2 bis, le dual de P(Q,, E,) est contenu 
dans P(2,, E), d’oü aussitöt notre assertion (les parties bornees ou faiblement born&es 
de l’espace vectoriel topologique P(2,, E;) &tant les mömes, d’apreös le theor&me de 
Mackey-Banach). 

Pour &tablir la conclusion dans le cas b), on note d’abord que P(O, E) est tonnel& 
pour tout ouvert O, puisque c’est m&me un espace (%). Mais P(2,, E) est par definition 
limite inductive d’espaces P(O, E), dans le sens generalise explieite au $4, No 5, (topo- 
logie localement convexe la plus fine rendant continues des applications lin&aires donn6es 
des espaces P(O, E) dans P(2,, E)). Or il est immediat de verifier qu’une telle limite 
inductive generalisee d’espaces tonneles est un espace tonnele. — La demonstration 
montre möme que P(2,, E) est tonnele pour tout 2,, des qu’il est tonnele pour 2, ouvert. 

Explieitons la forme duale de la proposition 11: 


Proposition 12. Si E est un dual fort d’espace (75), ou plus generalement un sous-espace 
fortement ferme d’un tel espace (en particulier si E est un espace de Banach), alors toute 
partie bornee de P(2,, E) est contenue dans l’image canonique d’une partie bornee d’un espace 
P(O, E), ou O est un voisinage ouvert de 2.. 

Supposons d’abord que E est le dual fort F’ de l’espace F du type (75); eonsiderons 
P(2,, F), son dual s’identifie a P(@,, E) (th. 2 bis), et les formes lineaires sur P(Q,, E) 
definies par les el&ments de P(Q2,, F) sont continues (id.). Done une partie bornee de 
l’espace vectoriel topologique P(2,, E) est ä fortiori faiblement bornee (pour la dualite 
avec P(Q,, F)) done &quicontinue en vertu de la proposition 2 bis, ce qui signifie pre- 
cis&ment qu’elle est contenue dans l’image eanonique d’une partie bornee d’un P(O, E). 

Supposons maintenant que E est un sous-espace fortement ferm& d’un dual fort E, 
d’un espace (%). Alors P(2,, E) s’identifie A un sous-espace vectoriel de P(2,, E,) l’appli- 


12* 
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cation identique de P(2,, E) dans P(2,, E,) etant continue. En vertu de ce qui pre&cede, 
une partie bornee A de P(2,, E), etant bornee dans P(2,, E,), provient d’une partie 
bornee B d’un P(O, E,), oü O est un voisinage ouvert de 2,. On peut supposer que O est 
r&union de cercles ouverts centres sur les points de 2,. Alors, les f€ B sont en fait des appli- 
cations de O dans E, car elles le sont au voisinage de chaque point de 2,. La propo- 
sition 12 est par la d&montree, car il est evident que B est alors born® dans P(O, E). 


Corollaire de la proposition 11. Si E est un espace de Banach reflexif, alors P(2,, E) 
et P(2,, E’) sont reflexifs et duals forts l’un de l’autre. 

Nous verrons au No 3 que möme si E est un espace (M), P(2,, E) peut ne pas etre 
reflexif (möme si 2, est reduit A un point). 

Enfin, dans l’ordre d’idees pr&ecedent, donnons encore le r&sultat suivant, qui pour 
E reflexif resulte facilement de la proposition 11, mais constitue un r&sultat assez profond 
dans le cas general: 


Proposition 13. Munissons E’ de la topologie forte. Alors la topologie de P(2,, E') 
est identique ä la topologie forte du dual de P(2,, E) dans chacun des deux cas suivants: 


a) E est un espace de Banach. 
b) E est un espace (%), et 2, est un ouvert. 


Demonstration. a) Le dual de P(2,, E’) est P(2,, E’) (th. 2 bis) et les parties equi- 
continues de P(2,, E’) sont, d’apres la proposition 2 bis, les parties qui proviennent 
d’une partie bornee d’un P(O, E’’), ot O est voisinage ouvert de 2,. En particulier, d’apres 
la proposition 41, toute partie bornee de P(2,, E) est &quicontinue, done la topologie 
forte de dual sur P(Q,, E’) est moins fine que la topologie de P(2,, E’). L’identite des 
deux topologies signifie que toute partie &quicontinue A de P(Q,, E’) est contenue dans 
l’adherence faible d’une partie bornee de P(2,, E). Mais A provenant d’une partie bornee 
B d’un P(O, E’), il suffit a fortiori de montrer que B est contenu dans l’adherence faible 
d’une partie bornee de P(O, E) (oü le qualificatif «faible » designe ici la topologie faible 
propre de l’espace P(O, E)). On est done ramene ä d&montrer b). 


b) Icı on a encore: le dual de P(2,, E’) est P(O, E’'), et les partie &quicontinues de 
P(0, E’) sont les ensembles A tels que pour tout compact K<O, h4 KR) ) soit partie 


equicontinue de E’”. En particulier, une partie bornee de P(O, E) » yaPTRERUNS | equi- 
continue. Tout revient encore a demontrer que r&ciproquement, toute partie &quicontinue 
de P(O, E’') est contenue dans l’adherence faible d’une partie bornee de P(O, E). Mais 
cela n’est autre que le theor&me 9b). 

2. La topologie de P(Q,, E) en termes d’espaces P(K,E). Si 2, et 2/ sont deux 
parties de 2 telles que 2, < 2,, il existe une application lin6aire naturelle 9, .o; de P(2,,E) 
dans P(2/, E), evidemment continue. Pour 2, donne, considerons sur P(2,, E) la topo- 
logie 7’ la moins fine qui rende continue les applications 9,,x de cet espace dans les 
P(K, E), oü K parcourt les compacts contenus dans 2,. Cette topologie sera ä priori 
moins fine que la topologie propre T de P(2,, E). Mais en vertu du theor&me 2 bis, on 
voit immediatement que toute forme lineaire sur P(2,, E) continue pour 7 l’est dejä 
pour 7’, de sorte que T et T’ donnent le m&me dual. De plus, la proposition 2 bis montre 
qu’une partie du dual, equicontinue pour 7, est d&ja &quicontinue pour 7’, car elle 
provient d’un ensemble @quicontinu de formes lin&aires sur un möme espace P(K,E), 
oü K est un compact <Q,. Par suite, les topologies 7 et 7’ sont identiques, d’oü la 
premiere partie de la 

Proposition 14. La topologie de P(2,,E) est identique a la topologie la moins fine 
rendant continues les operations de restrictions aux parties compactes K de 2, (considerees 


com 
tout 
un 


De 
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comme application lineaires dans P(K, E)); en d’autres termes, l’application f —(f,) qui ä 
toute [€ P(2,, E) fait correspondre le systöme de ses restrietions aux compacts K<Q,, esi 
un isomorphisme vectoriel topologique de P(2,, E) dans le produit topologique II P(K, E). 
De plus, image de P(2,, E) est une partie fermee de ce produit topologique. N 


Pour &tablir que l’image de P(2,, E) dans JJ P(K, E) est fermee, on peut appliquer 
K 


le lemme 1 du-$6. Il suffit done de montrer que toute famille (/,) de foncetions holomorphes 
locales sur les compacts K<2,, telles que K’< K implique que f,. est la restrietion de 
fx a K’, est la famille des restrietions aux compacts K d’une fe P(2,, E). Mais ce n’est 
autre que le lemme 1 du $5. 


Corollaire 1. Pour que P(2,, E) soit complet, il suffit que les P(K, E) (pour K compact 
<Q,) le soient. 


Corollaire 2. Pour que A< P(Q,, E) soit partie bornee (resp. relativement compacte, 
resp. relativement faiblement compacte) il faut et il suffit que pour tout compact K<2,, 
limage de A dans P(K, E) le soit. 

En particulier, pour que dans P(2,, E), les parties bornees soient relativement com- 
pactes (resp. relativement faiblement compactes), il suffit qu’il en soit ainsi dans les espaces 
P(K, E). 


Ges corollaires permettent de d&montrer les propositions suivantes. 


Proposition 15. Si E est un dual fort d’espace (%), ou un sous-espace ferme d’un tel 
espace (en particulier si E est un espace de Banach) P(2,, E) est complet. 

En effet, on est ramen& gräce au corollaire 1 au cas oü 2, est un compact K. Mais 
si E est dual fort de l’espace F de type (%), on a vu (proposition 13) que P(K, E) est le 
dual fort de l’espace P(2,, F) qui est du type (7%), done P(K, E) est complet. Si E, est 
un sous-espace vectoriel ferm& de E, alors P(K, E,) s’identifie A un sous-espace vectoriel 
de P(K, E). Ce sous-espace vectoriel est ferme, car supposant oo€ CK pour simplifier, il 
est döfini par les conditions: f(£)e E, pour tout entier n>0 et tout &EK. Il suffit 
maintenant de d&montrer le lemme: 


Lemme 1. Si E est un sous-espace vectoriel ferme d’un dual fort d’espace (%), et Eı 
un sous-espace vectoriel ferme de E, alors la topologie de P(2,, E,) est la topologie induite 
par P(2,,E). 

On est immediatement ramene au cas oü E est lui-möme le dual fort de l’espace F 
du type (%). — L’application identique de P(2,, E,) dans P(2,, E) etant &videmment 
continue, la topologie de P(2,, E,) est & priori plus fine que celle induite par P(2,,E). 
Dire qu’elle est aussi moins fine, revient ä dire que tout ensemble &quicontinu de formes 
lineaires sur P(2,, E,) provient d’un ensemble &quicontinu de formes lineaires sur 
P(2,, E). Explieitant ceci au moyen de la proposition 2 bis, on est ramen& ä montrer 
ceci: G = (E,)® &tant un sous-espace vectoriel faiblement ferm& du bidual F’’ de l’espace F 
du type (%), A un ensemble d’applications holomorphes de l’ouvert O(= CK) dans le 


quotient F’’/G, tel que pour tout compact K’<O, U f(K’) soit l’image d’une partie &qui- 
1EA 
continue de F’’ consider comme dual de F’ fort (i. e. une partie de F’”’ cöntenue dans 


l’adherence faible d’une partie bornee de F), montrer que A provient d’un ensemble B 
d’applications holomorphes de O dans F’’, tel que pour tout compact K’<O, h IK ) soit 
partie &quicontinue de F”. 


Soit (K;) une suite de compacts dans O telle que tout autre compact K’<0O soit 
contenu dans l’un des Ä/, et soit pour tout i, M, une partie &quicontenue de F’’ dont 
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l’image dans F’’/G contienne U f(K‘). On sait qu’il existe une suite (A,) de nombres >- 0 
je A 
telle que U },M, soit partie bornee de F’’ («premiere eondition de denombrabilit6 de 


7 
Mackey »). Je montrerai- ailleurs®) que toute reunion born6e d’une suite de parties equi- 
d’un Freöchet F est elle möme @quicontinue, done M=U4;1 


vr 


continues du bidual F 


ı 
i 

est partie &quicontinue de F”’. Soit N l’enveloppe convexe cerclee faiblement fermöe 
de M, N, son image canonique dans F’/G,c’est une partie convexe cerelöe fermee (u 
quotient F’’/G, gräce au fait que G est faiblement ferme (car, N &tant faiblement compact, 
N +G sera partie faiblement fermee de F’”, et ä fortiori fortement ferm6e). Done les 
espaces C- N et C- N,, munis respectivement des normes definies par les «boules» N 
et N ,, sont des espaces de Banach (voir note en bas de la page 54), et on a une application 
lineaire continue de CN sur C- N,. Il suffit maintenant de considörer A comme ın 
ensemble born d’applications de 0 dans C- N,, et d’appliquer le corollaire 3 de la pro- 
position 8, pour que le resultat voulu apparaisse aussitot. 

Propesition 16. Si E est un dual fort d’un espace (M) (resp. d’un espace (75) reflexif), 
ou plus generalement un sous-espace vectoriel ferme d’un tel espace, alors dans P(2,, L) 
toute partie bornee est relativement compacte (resp. P(2,, E) est semi-reflexif). 

lei encore, on se ramene gräce au corollaire 2 de la proposition 14, au cas oü 2, est 
un compact K. Le lemme 1 ci-dessus permet de möme de se ramener au cas oü E est lui- 
möme le dual fort d’un espace F du type (5). Mais alors, P(K, E) est le dual fort de 
l’espace P(CK, F) (prop. 13). Or ce dernier espace est un espace (M) (resp. un espace (75) 
reflexif) en vertu du theoreme 5 du $7, corollaire 1 (resp. le th. 6 du $7, corollaire 1). 

En particulier, il resulte des propositions qui precedent que P(2,) et P(2,) sont 
des espaces reflexifs et complets, duals forts l’un de l’autre, dans chacun desquels les 
parties bornees sont relativement compactes («espaces (M) generalises » complets). Ainsi 
c designant la puissance du continu, on obtient une classe de 2° «espaces (M) generalises » 
complets remarquables, ne se reduisant pas ä des espaces Classiques. 

3. Un exemple. L’exemple qui suit montrera que möme dans les cas les plus simples, 
les propositions 11, 12, 13, 15, 16 ne sont plus valables en dehors des hypothöses restrietives 
que nous y avons pos6es. 

Prenons pour E l’espace du type (M) », produit topologique d’une suite de droites 
complexes, et pour 2, l’ensemble reduit au point origine 0. & s’identifie a l’espace de 
toutes les suites complexes, son dual »’ est somme directe d’une suite de droites (c. f. [4 ]), 
et s’identifie done ä l’espace des suites de nombres complexes dont tous les termes ä 
l’exception d’un nombre fini sont nuls, la dualit& entre » et »’ se coner6tisant de fagon 


evidente. — P({0}, ») s’identifie ä l’espace des suites (f) de fonetions holomorphes 


complexes locales au point 0, telles que les rayons d’holomorphie des fı au point O aient 
une borne inferieure non nulle. C’est done une partie effective d’un produit direct IT H,; 


’ 


d’espaces H; tous identiques ä l’espace H = P({0}). 

Le dual de P({0}, ») est P(O, »'), oü O0 = C{0} (compl&mentaire pris par rapporl 
ä la sphöre de Riemann). Or il est immediat que toute foncetion holomorphe ä valeurs 
dans w’, definie dans un ouvert connexe O, prend toutes ses valeurs dans un sous-espace 
veetoriel de dimension finie de »’ (car toute partie bornse de »’ est de dimension finie). 
On peut done identifier P(O, »’) a la somme directe d’une suite d’espaces H! tous identi- 
ques ä l’espace H’ = P(O). D’autre part, cette somme directe s’identifie au dual du 
produit vectoriel topologique I H, des espaces H,; (ec. f. [4]). 


4) Voir note 3) en bas de la page 9). 
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Les parties bornees de P({0}, ») etant identiques aux parties faiblement born6es, 
il suit que la partie A de P({0}, ») est bornee si et seulement si elle est bornee dans le 


produit topologique // H,, i.e. si pour tout indice i ’ensemble des projections fi (fe A) 
est borne dans H = P({0}). Mais cela n’implique &videmment nullement que les rayons 


d’holomorphie des f; (correspondants ä tous les indices i et toutes les f€ A) aient une 
borne inferieure non nulle, a fortiori A peut ne pas ötre image canonique d’une partie bornee 
d’un P(U, o»), oü U serait un voisinage de 0 dans 2. Il en resulte aussitöt que P(O, »’) 
n’est pas tonnel£, et @ fortiori non reflexif, bien que »’ soit reflexif. On voit de plus imme- 
diatement que toute partie bornee du produit topologique /T H, est contenue dans 
l’adherence d’une partie bornee de P({0}, ») (car elle est möme contenue dans l’adherence 
d’une partie bornee contenue dans le sous-espace somme des H, — fait tout & fait general 
aux produits vectoriels topologiques, et trivial); par suite P({0}, ») n’est pas semi-reflexif, 
bien que & soit un espace (M). Enfin, notons que la topologie de P({0}, ») est la topologie 
forte dans sa dualit& avec P(O, »') (prop. 10), mais il est d’autre part immediat que toute 
partie bornee de P(O, »') est m&me bornee en tant que partie de la somme directe topo- 
logique & H;, toujours parceque O est connexe et les parties bornees de »’ sont de dimension 
finie. Par suite la topologie de P({0}, ») est aussi celle induite par le produit topologique 
II H,. Comme P({0}, ») est dense dans ce produit (car il contient la somme des H,) il suit 
que P({0}, ») n’est pas complet (« etant un espace (M)). 


Fingerangen 7. November 1951. 


Note ajoutee apres la corıcclion des epreuves. Je viens de prendre connaissanc> d’un 
travail sur le möme sujet que le mien: €. L. da Silva Dias,. Espagos Vectoriais Topolögicos 
E Sua Applicacäo Nos Espagos Funcionais Analiticos, in Boletin Da Sociedade De Mate- 
mätica De Säo Paulo, Vol5 (1952), 10 et 20. L’auteur y fait un emploi systematique de 
la theorie moderne des espaces localement convexes. 





Zur Theorie der Redeischen schiefen Produkte. 


Von Rudolf Kochendörffer in Rostock. 





In einer kürzlich erschienenen Arbeit hat L. Redei!) einen sehr allgemeinen Typ von 
Produkten zweier Gruppen G und T untersucht, der die Schreierschen Erweiterungen und 
die sog. Zappaschen Produkte als Spezialfälle enthält. Das allgemeinste derartige schiefe 
Produkt Go besteht aus Elementepaaren (a, x) mit a€G,xeT, für die eine Produkt- 
bildung folgendermaßen definiert ist: 

GoT: (a, a) (b, B) = (ab*ß*, a’a’ß). 
Dabei sind b®, ß*, a’, x’ gewisse Funktionen der angegebenen Argumente, deren Werte 
Elemente aus G bzw. T sind. 
Das schiefe Produkt G oT heißt k-fach ausgeartet, wenn genau k der vier Relationen 
b»=b, P=e =. "’=a 
identisch erfüllt sind (e bzw. e sind die Einselemente von G bzw. T). Es gibt vier wesentlich 
verschiedene zweifach ausgeartete schiefe Produkte, die mit G!ıT bis G4F bezeichnet 
werden ?). Die ProdukteGıT und GzF sind in R ausführlich behandelt worden. Es ergibt 
sich, daß die Produkte G ıT gerade die Schreierschen Erweiterungen von F mit G dar- 
stellen, während die Produkte G2T mit den Zappaschen Produkten zusammenfallen. 

In der vorliegenden Arbeit sollen die beiden übrigen zweifach ausgearteten schiefen 
Produkte genauer untersucht werden. Es zeigt sich, daß beide durch zweimalige Er- 
weiterung aus gewissen Untergruppen gewonnen werden können. Die betreffenden Unter- 
gruppen sowie die bei den Erweiterungen auftretenden Bestimmungsstücke lassen sich 
mittels der in der Produktdefinition auftretenden Funktionen festlegen. 


Bi 
Die Redeischen Produkte G3T sind folgendermaßen definiert: 
(a, c:) (b, ß) = (abo, a’ß) °). 

Wegen der Symmetrie der Produktdefinition ist klar, daß alle Aussagen über G 3 richtig 
bleiben, wenn man darin G und FT vertauscht. Jedem Satz läßt sich also ein in diesem 
Sinne ‚dualer‘‘ gegenüberstellen, was im folgenden nicht immer besonders betont 
werden soll. 

Es seien e bzw. e die Einselemente von G bzw. T. Wir wollen nur den Fall betrachten, 
daß (e, e) das Einselement von G 3 ist. Dies ist dann und nur dann der Fall, wenn 

(1) e=o=e, e=a'—=e für alle acG, ae. 


') L. Redei, Die Anwendung des schiefen Produktes in der Gruppentheorie, Journ. reine angew. Math. 188 
(1950), 201—227. Diese Arbeit wird im folgenden mit R zitiert. 

2) Vgl. R, (4) bis (7). 

3) In R steht £* statt «#. Um eine vollständige Symmetrie bezüglich@ und 7’ zu haben, empfiehlt sich in unserm 
Fall diese Abänderung der Bezeichnung. 
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Das assoziative Gesetz für GsT ist gleichbedeutend mit der Gültigkeit folgender 
Relationen für beliebige a, b,ceG, a, ß, yef: 

(2) aß’ = Pa, ab’—=b°a, 

(3) f=e, =, 

(4) (’=e, (ae, 

(5) (Ba —= oa", (ab)a’ = a®b°. 
Daß (2) bis (5) tatsächlich mit dem assoziativen Gesetz gleichbedeutend sind, ergibt sich 
durch Spezialisierung des viel allgemeineren Satzes 1 aus R, kann aber auch ohne Mühe 
direkt bestätigt werden (vgl. auch R, $ 9). 

Es seien nun 

G, die von allen x? erzeugte Untergruppe von G, 
T, die von allen a? erzeugte Untergruppe von F. 

Aus (2) folgt, daß G, im Zentrum von G, T', im Zentrum von enthalten sind. 

In Verallgemeinerung von (3) und (4) gelten 

(3) me, dh=e, 

(4’) me ad=e 
für beliebige a€G, ET, a,€G,, aıETı- 

Beweis. Infolge unseres Dualitätsprinzips genügt es, x" = eund.a? = e zu beweisen. 

Jedes Element ausT, ist ein Produkt aus Elementen der Form a? und den Inversen 
solcher Elemente. Wegen der linken Gleichungen (3) und (4) ergibt sich also unsere 
Behauptung durch vollständige Induktion, sobald folgende Aussagen bewiesen sind: 

Gelten für zwei Elemente ß,, yı€T, und jedes Element x€T die Gleichungen 
= e, a’ı=e, so ist auch «= e und af: = e. 


Gelten für jedes x die Gleichungen 7 =e,yj=e, so ist auch (#,y,)'= e und 


Gy =e. 
Die Richtigkeit dieser Aussagen folgt nun leicht aus der linken Gleichung (5): Es 


ist zunächst 


(“B,)": afı — afırı Br. 
Nach den Annahmen über £,, yı ist 
(Be, ah=e, Bı=e, 
also afıfı = e. 
Ferner ist nach (5) 
(Bar = ar)", 
also wegen der Annahme über £, und (1) x" = e. Weiter ist 
(B, Yı) Br e BA’yi, 
also wegen der Annahmen über £,, yı auch (#,y,)* = e. Und schließlich gilt 
ep = Bi (Bit), 
also wegen der Annahme über £, und (1) auch (#7')*=e. Damit sind (3’) und (4’) 
bewiesen. 
Die linke Gleichung (5) besagt, daß die Elemente a? ein Faktorensystem für eine 
Erweiterung von G, mit T bilden®), bei der in G, durch T der identische Automorphismus 
induziert wird. Für y,eT, und a, oe gilt nach (5) 


(xo)”: a® = aMrı en, 


*) Um auf die übliche Bezeichnungsweise zu kommen, schreibe man etwa c,, z statt aP. 


Journal für Mathematik. Bd. 192. Heft 2 
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also wegen (3’) und weil FT, im Zentrum von F:liegt: 
a a 

Ferner ist 

eg (eye = e""y, 

also wegen (3’), (4°) und o’:* = o* 

(ey1)* = (yıe)* = E*. 
Daher sind die Elemente &® Funktionen der Nebenklassen von F nach T,. Die a? lassen 
sich also sogar auffassen als ein Faktorensystem zu einer Erweiterung von G, mit F/F,. 
Es sei 


(6) = 3 Try 


AEr/T, 
die Zerlegung von T nach F,. DaF‘, im Zentrum von F liegt, läßt sich T auffassen als eine 
Erweiterung von F, mit T/F, mit identischer Automorphismengruppe. Das zugehörige‘ 
Faktorensystem bestimmt sich aus 


YaYB — Pa,B YaB- 
Das Duale gilt für G und G,. Die Zerlegung sei 


G= z G,84, 


AEGjG, 
das zugehörige Faktorensystem werde mit f, „ bezeichnet. 


Für a,€G,,a,ef, gilt 
(a,, €) (e, %) „> (e, %) (a,, €) ne) (a,, %). 
Daher ist (G,,T,)°) das direkte Produkt der beiden Untergruppen (G,, e) und (e,F,) von 
G3T. Es ist (G,,&) &G,, (e,T,) &T, und daher 
(6,7) = (61, E)Xx (&,T) EGıXT). 
Für a,€G,,a,€ET, wird nach (2), (3) und (4) 
(b, 8) (a, &,) = (ba,, Ba) = (aıb, a,ß) = (a,, %,) (b, ß). 

Daher ist (G,,T,) im Zentrum von G3T enthalten, und man kann GsT als Erweiterung 
von (G,,T,) auffassen. Es wird 


G:f= R- (G,,F}) (84; Yı)- 
AE@/@, 
Aecfjf, 


Für a,,b,€G,; %, Bıef, gilt 
(a,, %) (84; Ya) (b,, ß}) (83; Ye) 

Bu: (a,, %,) (b,, ß}) (84 Ya) (85; Ye) 

= (a,b), &,ß,) (BugnYR®, gl ByA Yo) 

= (a,b, %,ß,) (Gunla,uYa®, gÄaP YaB Yao) 

= (a,b), %,ßı) Wa,2YA®, 84® Ya,o) (Bars Yap)- 
Daher ist 

G 3T/(G,,F)) $ 6/G,xT/f,. 
Die Struktur von GsT läßt sich daher folgendermaßen beschreiben: 


Satz 1. Die Untergruppe (G,,T,) von GsF liegt im Zentrum und ist isomorph dem 
direkten Produkt G,xT,. Das schiefe Produkt GsT läßt sich auffassen als Erweiterung von 
(GT) mit der Gruppe G/G,xT/F,. Das zugehörige Faktorensystem ist 


(a,uYR®, 8fPYAB); 
und die in (G,,T,) induzierte Automorphismengruppe ist die identische. 


°) Für zwei Teilmengen H eG und HeF verstehen wir unter (H, H) stets die Gesamtheit aller (A, n) mit 
hel,neH. 





Kochendörffer, Zur Theorie der Redeischen schiefen Produkte. 99 


Man kann den Aufbau von GsT in folgender Weise auch in zwei Schritten durch- 
führen. Für &,, A,ET, wird 
(a, &,) (b, £,) = (ab, a’x,ßı). 
Daher ist (G,T,) eine Untergruppe von G3T'. Da (e,T,) im Zentrum von G3T, also erst 
recht im Zentrum von (G,T',) enthalten ist, kann man (G,T,) auffassen als Erweiterung 
von (e,T,) mit G zum Faktorensystem a’ und mit identischer Automorphismengruppe. 
Mit ß, yıel, wird 
(a, &) (b, ßı) 230 (ab, a’xß,), 
(e, Y1) (a, &) = (ca, c*yıa). 
Man kann nun (c, y,) so bestimmen, daß 
(a, a) (b, ßı) = (ec, Yı) (a, a) 
wird. Man setze nämlich ce = aba! und bestimme für dieses c das Element y,eT', aus 
a’xß, = c“y,x, d.h. y, = a’ß,(c“)-!. Die Gruppe (G,F,) ist daher Normalteiler in GsT. 
Unter Benutzung des Repräsentantensystems (6) von T nach T, erhält man 


Gif= 23 (G,T}) (e, Yı)- 
Aecrjrf, 


Es wird 
(a, %) (e, Ya) (b, ßı) (e, Ya) 
az (a, %) (b, Pı) (e, Ya) (e, Ye) 
(ab, a’x,ßı) (vA®, YaYe) 
(ab, a’a,ßı) (vA®, PaA,B Yap) 
= (ab, a’, ßı) (yA®, Pı,B) (e, Yap)- 
Daher ist G3T/(G,F,) zF/F, und GsF ist die Erweiterung von (G,T,) mit F/T, zum 
Faktorensystem 


(vR®, Pa,o) 
und mit identischer Automorphismengruppe. 


Wir fassen die letzten Ergebnisse zusammen zu 

Satz 2. Der Normalteiler (G,T,) von GsT läßt sich auffassen als Erweiterung von T, 
mit G zum Faktorensystem a” und mit identischer Automorphismengruppe. GsT ist die Er- 
weiterung von (G,T,) mit T/F, zum Faktorensystem (y;'®, Ya) und mit identischer Auto- 
morphismengruppe. 

Satz 2 ist nicht, wie Satz 1, zu sich selbst dual. Der zu Satz 2 duale Satz liefert 
vielmehr einen Aufbau von GsT über die Zwischengruppe (G,,T). 

Schließlich sei noch bemerkt, daß die Faktorensysteme a°, x", fs; Pas unab- 
hängige Bestimmungsstücke sind. 


I. 
Die Produktdefinition für die schiefen Produkte G #«T lautet: 
(a, &) (b, ß) = (ab*, a’«ß). 
Es sei wieder (e, e) das Einselement von G sT. Dann gilt 
(7) a =a e=e, t=eme. 
Das assoziative Gesetz in G 4 ist gleichbedeutend mit folgenden Gleichungen: 
(8) ea=a, "=a, 
(9) (af? — a, (ab)’ = ad, 
(10) (ar) = Ba’ p”", 
(11) (ab) a’ = a” b*. 
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Man entnimmt dies entweder wieder aus R, Satz 1, oder bestätigt es durch eine leichte 
Rechnung direkt. 

Wie aus der zweiten Gleichung (7) folgt, ist (e,T) eine Untergruppe von GT, 

Die x, aus T mit a: —a für jedes a€G bilden wegen der linken Gleichung (9) 
eine Untergruppe FT, von FT. 

Wegen der linken Gleichung (8) sind insbesondere alle Elemente der Form b* in T, 
enthalten®). Gleichung (9) besagt, daß G eine zu T invers-homomorphe Gruppe von 
Automorphismen besitzt. Der identische Automorphismus wird gerade durch die Elemente 
von FT, erzeugt. Also ist FT, Normalteiler in T, und jene Automorphismengruppe ist invers- 
isomorph zu F/T,. 

Es ist 

(a, «) (e, 0) - (a, x0), (e, 0) (a, = (a’, 0%). 
Also läßt sich dann und nur dann zu beliebigem (a, x) und (e, o) ein Element (e, 0) so 
bestimmen, daß 
(a, &) (e, 0) - (e, 0) (a, &), 
wenn oeT, ist. Oder, anders ausgedrückt, (e, T,) ist der größte in (e, T) enthaltene Normal- 
teiler von G«T. 

Gleichung (11) besagt, daß die a? ein in T, enthaltenes Faktorensystem für eine 
Erweiterung mit G darstellen, für welches die Automorphismengruppe die identische ist. 

(G,T,) ist, wie man sofort erkennt, eine Untergruppe von G«T‘. Die Zerlegung von 
(G,T,) in Nebengruppen nach (e,T',) hat die Form 


(G, T,) => (a, €) (e, T,)- 
acd@ 


Es wird 
(a, €) (e, %) (b, €) (e, ßı) -— (a, €) (b, €) (e, %) (e, Bı) 
= (ab, a) (e, &,6ı) 
= (ab, e) (e, a?) (e, aıßı)- 
D.h. (G, F,) ist die Erweiterung von T, mit G zum Faktorensystem a’ und mit identischer 
Automorphismengruppe. 
Da FT, Normalteiler in T ist, hat man 


[= 23 0401; 


AEr/T, 
wobei A die Elemente von F/F, durchläuft. Für die Restklassenrepräsentanten gilt 
(12) 0408 — O4BTa,B 
mit einem gewissen Faktorensystem 7, , in F,. 
Es ist weiter 


Gı= 2 (80,)(6T;). 
AEr/T, 


Aus der Gleichung 

(a, &,) (e, 04) = (e, 0.) (ad, 04'%,0,) 
folgt, daß (G,T,) Normalteiler in G«+T ist. Die Faktorgruppe G«T/(G,T,) ist isomorph 
zu FF). 


®) Setzt man in (10) # = ß, € T,, so ergibt sich übrigens, daß die Elemente der Form ad im Zentrum von T, 
enthalten sind. Im äußersten Fall könnte PT=F, werden. G4T wäre dann die Erweiterung von T mit G zum 
Faktorensystem ad und mit identischer Automorphismengruppe. Ist in diesem Fall insbesondere F nicht abelsch 
und erzeugt das Faktorensystem ad eine echte (abelsche) Untergruppe von T', so ist T', sicher von der von den ab 
erzeugten Untergruppe verschieden, 
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Ferner ist 
(e, 0.) (a, &,) (e, 02) (b, ß,) = (e, 0.) (e, 0,) (a’# , 05'%,05) (b, ß,) 
= (e, 0 4») (e, T,,») (a? ’ 05"%,05) (b, ß})- 
D.h. G+F ist die Erweiterung von (G,T,) mit T/F, zum Faktorensystem 7, ,. In der 
zugehörigen zu T/F, isomorphen Gruppe von Automorphismen von (G,T,) entspricht dem 
Element B von T/F, der Automorphismus 
(a, x,) > (a%, 05'%,0,). 
Wir fassen unsere Ergebnisse über G4T zusammen zu 


Satz 3. Der Normalteiler (G, F,)vonG «FT ist die Erweiterung von, mitG zum Faktoren- 
system a” und mit identischer Automorphismengruppe. GT selbst ist die Erweiterung von 
(6, T,) müt T/jT, zum Faktorensystem ı,, in (12) und mit der Automorphismengruppe 


(a, ,) > (a°E, 05 '%,0p)- 





Eingegangen 15. November 1951. 





Zur Theorie der asymptotischen Dichte. 


Von Hans Rohrbach und Bodo Volkmann in Mainz. 


I. Einleitung. 


Für eine Menge M von nichtnegativen ganzen Zahlen bedeute M(x) die Anzahl- 
funktion, d. h. die Anzahl der positiven Elemente m < x von M; ferner setze man 
0 a VEM 
1 VEM’ 
füry>x22—1, M(z,y) =0 für 2y2=0. Dann heißt 


M(z, y) = M(y) — M(a) 


M(0) =0, M(—1) = _ 


1 = AM) = fin FL bzw. ur = 48m) = lim MO) 
die (finite) Dichte bzw. die asymptotische Dichte von M, und es it O<u=<yu*<i. 
Unter der Summe A + ® von A und 8 verstehe man die Menge der Elemente a + b 
mit aceN,beB. Ist 0EAAB, so ist ASA+B, B<SA+B, und man erhält die 
Schnirelmannsche Summe (A + ® = Menge der Elemente a,b, a + b mit ac, beB), 
die den Dichteuntersuchungen im allgemeinen zugrunde liegt. Insbesondere gilt dann für 
die Dichte der Summenmenge E =A + 8: 


1) AA+B)=-Yy>2a+P= AM +AlB), falls a +B <A ist VEAAB). 


Diese, früher als (x, $#)-Vermutung bezeichnete, Abschätzung wurde 1942 von H.B 
Mann [4], sogar in der (auf A. Brauer zurückgehenden) verschärften Form 


2) Yo, ®) = fin un für (U, 8) <A MEAR®) 


bewiesen!). Weniger bekannt war die, als (x*, #*)-Vermutung zu bezeichnende, analoge 
Abschätzung für die asymptotische Dichte der Summenmenge: Für 1EA AB und 


AAH+B)SA is 

(3) A*(A+B) = y* > 2 (a* + B*) = 3 (AM) + A*(B)) VEAAB)., 
Sie wurde im Anschluß an (1) vom erstgenannten Verfasser [8] formuliert und bereits 
1941, früher als (1), von H. H. Ostmann [6] bewiesen, ebenfalls in einer verschärften 
Form?): 


(4) A - 


en I im Ad FED ea B) 
+1 i+r1. % 

1) Vereinfachungen des ursprünglichen Beweises gaben E. Artin und P. Scherk [1] sowie J. @. van der Corput [2]. 
Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Schluß der Arbeit. 

2) Diese Aussage ist jedoch nicht immer eine Verschärfung von (3), da es Paare A, ® gibt, für die in (3) das 
Gleichheitszeichen gilt, z.B. W = ® = Menge der Zahlen, die = 0 oder 1 (mod 4) sind. Hier ist «* = ß* =}, 


Fe vl + PM). 
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für o*(A, ®B) < 1. Dabei ist j = j(W, 8) der kleinste ganzzahlige Wert x > 0, für den 
(5) A(z) + B(2)<x 


ausfällt. Sofern 1EAr 8 gilt, ist (5) für x = 0, 1 und 2 nicht erfüllt und daher / > 3, 
so daß sich (3) als Folgerung aus (4) ergibt. 

Der Ostmannsche Beweis für (4) stützte sich auf Hilfsmittel und Ergebnisse einer 
vorangehenden Arbeit [5] von ihm, die einen Vorstoß in Richtung auf (1) unternommen 
hatte. Seine hierfür entwickelten Methoden sind verhältnismäßig kompliziert und jetzt, 
da (1) inzwischen bewiesen ist, z. T. überflüssig — jedenfalls nicht in vollem Umfang 
erforderlich, wenn man sich lediglich für den Beweis von (4) interessiert. Es war daher 
schon lange erwünscht, aus den Ostmannschen Arbeiten dasjenige herauszupräparieren, 
was für den Beweis von (4) unbedingt notwendig war. Das um so mehr, als Ostmann [7] 
die Abschätzung (4) noch verallgemeinern konnte zu 


(6) AU +B)> lim 49) + ER für AHA +B) <1, 0A 


(wo & eine bestimmte noch zu definierende Teilmenge von Y ® ist; vgl. Nr. 2) und 
auch der Beweis dieser Aussage frühere Ergebnisse wesentlich benutzte und deshalb 
schwer zugänglich blieb. 

Man könnte auch daran denken, die Abschätzung (4) direkt, ohne die Ostmannschen 
Hilfsmittel, zu beweisen, etwa das Mannsche Beweisprinzip für (1) auf (4) zu übertragen. 
Eine solche Übertragung scheint jedoch, mit Rücksicht auf den von j abhängenden Faktor 
in (4), nicht so einfach und bei der Verallgemeinerung (6), wo die Menge ®& erst mittels 
der spezifischen Begriffsbildungen von Ostmann erklärt wird, nicht möglich zu sein ?*). 
Doch auch unabhängig von einer solchen Möglichkeit verdient die Ostmannsche Methode 
wegen ihrer Eigenart und Scharfsinnigkeit, von allem überflüssigem Beiwerk losgelöst 
allgemein zugänglich gemacht zu werden. 

Wir geben daher im folgenden eine im wesentlichen auf den zweitgenannten Ver- 
fasser zurückgehende modifizierte, insbesondere stark vereinfachte Beweisanordnung für 
die als Satz von Ostmann bezeichnete Abschätzung (6) und folgern daraus neben (4) 
auch die weitere von Ostmann bewiesene Abschätzung 


Ad)+, Bi) 11 
(7) AHA+B)> lim ——_——— 2444) + AB) (VEANB), 


die gültig ist, sofern die Menge ® irgend ! aufeinanderfolgende Zahlen als Elemente 
enthält. Für den Spezialfall 0, 1€ 8(l = 2) wurde (7) bereits von P. Erdös [3] bewiesen. 

Übrigens bedeutet die Voraussetzung OeA n 8 für Abschätzungen der hier betrach- 
teten Art keine Einschränkung. Bezeichnet nämlich für eine Menge (nichtnegativer ganzer 
Zahlen) M und ein w > 1 aus M allgemein M, die Menge, die sich ergibt, wenn alle 
meM,O <m <w-—-1, gestrichen werden und von jedem Element der Restmenge die 
Zahl w subtrahiert wird, so ist OEM,, ferner 


(8) M,+{w}<M 
und für jedes <> w 

(9) 41 + M„(x«—w) = M(w—1, x) = M(x) — M(w—1), 
d.h. mit einer nur von w abhängenden Konstanten c = c(w) 

(10) M,„(<— w) = M(x) —e. 


2a) Vgl. hierzu Zusatz bei der Korrektur auf S. 112, 
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Damit folgt aber einerseits, indem man (10) für U, ® bei festen ueA,veB (für ») 
anwendet: 
A(z)+B(a) _ m Hemd) +Bla—vd)+te 

x 


ie 1 (e=c(u, v)) 


> o* (A,; B,) 


o*(A, 8) = lim 
(11) la 
= lim 


zo» 


Au(z) + Bı(z) 
T 


andererseits mittels (8) 
WB +L+Y=-UW+B+E<SA+B 
und hieraus ®) 

(12) AU, +8) SAA+DB). 

Hat man nun eine Aussage der Form 

(13) AHA+H+B)ZAo*(N,B) für HN, B) <1 
unter der Voraussetzung DE A n ® bewiesen, so ist (13) speziell für W,, ®, bei beliebigen, 
aber festen u, v gültig, da 0eW,n ®B, und o*(U,, B,) = o*(U, 8) < 1 ist. Dann folgt 
aber auf Grund von (12) und (11) die Gültigkeit von (13) auch für den Fall, daß 
VEANB ist. 

Diese Betrachtung liefert, wie bereits Ostmann [6] bemerkt, gleich noch etwas mehr. 

Aus (4) folgt nämlich, da A, und ®,, wie eben gezeigt, die erforderlichen Voraussetzungen 
erfüllen, 
* U, B,) 
(14) I(U,+8B) = I, +1 
Dies gilt für jedes Paar u, v mit ueA,ve®B. Setzt man nun 

(15) j* = max j(A,, ®) bzw. j* = , 

vel,veBd 
je nachdem ein Maximum der j-Werte existiert oder nicht, so folgt aus (144) mittels (12) 
und (11) 

(16) 4*(A +8) > nn *(U, 8) für (U, 8) <1, 
indem man (14) für ein Paar u, v benutzt, das das Maximum j* liefert, bzw. 

(17) AAHBSo*U,B) für (A, 2) <1, 
indem man (14) für eine Folge von Paaren u, v mit j(W,, ®,) > oo benutzt. 

Die Aussagen (16) und (17) geben eine Verschärfung, zugleich aber auch eine 
Präzisierung der Abschätzung (4). Sie zeigen einmal, wann das genaue Analogon des 
Mannschen Satzes (2) für die asymptotische Dichte bestimmt zutrifft, und zum andern, 
daß (4) mit einem größtmöglichen j-Wert gilt, falls ein größter j-Wert existiert. Dieses j* 
beseitigt in gewissem Sinn die für eine asymptotische Aussage befremdende Abhängigkeit 
der Abschätzung (4) vom Anfang der Mengen X und %. 


o+(A,, B.)- 


I. Der Ostmannsche Hilfssatz. 


1. Definitionen. Es si B=-AUB D=-A’BE=-A+B EC =-B+D. Dann 
ist offenbar 

(18) A+B>8+P, 

(19) A(z) + B(2) =V(a) + D(a). 


s) Daß in (12) nicht das Gleichheitszeichen zu stehen braucht, zeigt das Beispiel X = {0,1,2,4,6,8,...), 
® = (0,2,4,6,8,...} mitu=v= 2. Hier ist W, = ®, = 8, 4H(U+ B= 1,41, + B)=4. 
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Hierbei ist L(x) = 0 zu setzen für alle x, falls & die leere Menge bedeutet. Ferner betrachte 
man für x=0,1,2,... die (ganzwertigen) Funktionen 

(20) I(U, 8; x) = I(zx) = x — A(z) — B(x), 

(21) I(z, y) = I(y) — I(e) füryz220. 

Nach (5) ist dann j der kleinste ganzzahlige Wert x > 0 mit /(z) 21. Existiert kein 
solches x, so wird j = oo gesetzt. 

Bezeichnet M die zu M in bezug auf die Menge aller nichtnegativen ganzen Zahlen 
komplementäre Menge, so daß M(x) + M(x) = x ist für x = 0,1,2,..., so folgt aus 
(49) und (20) 

(22) I(x) = x — V(x) — D(x) = V(x) — D(x). 

Ebenso bestätigt man leicht mittels (19), (20) und (21), daß 
II2—1,2)| <A 
ist und zwar genauer 
Fr? für ze®D, 2 
0 für zeBnD, 


(23) I(<—1,x) = 
| 4 für ze, 


gültig für x=1,2,3,.... Schließlich sei für = 0,1,2,... 
(24) K(x) = max {/(0), /(1),...,/(2)}. 
Dann ist, wie man mittels (23) erkennt, 
0=Kla) <z und O<K(x+1)— Kia) <1. 
Daher läßt sich K(x) als Anzahlfunktion einer (möglicherweise endlichen) Menge 8 auffassen. 
Hierin liegt eine der wesentlichen Vereinfachungen unserer Darstellung gegenüber der 


Ostmannschen. Sie wird dadurch ermöglicht, daß wir in (20) statt des Ostmannschen 
J(U, B; x) die Funktion /(W, B; x) = — J(WU, B; x) einführen. 

Ein Beispiel mag die Begriffe verdeutlichen. Es sei 

“= {0, 2,4, 5, 9, 12, 13, 16, 17, 22, 26, 27, 29, 32,...} 
8 = {0, 3, 4, 5, 6, 11, 15, 16, 17, 19, 22, 25, 26, 28, 30,...}. 
Dann ist, wie die nachstehende Figur zeigt, 
8={1, 10, 14, 21, 24,...}. 

Ferner bedeutet (23) anschaulich: Die Funktion /(x) fällt, solange x zu A und zu ® 
gehört, bleibt konstant, solange x zu A oder zu ® gehört, und steigt, solange x weder 
zu A noch zu ® gehört. 
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Nach Definition ist stets 

(25) I(zx) < K(a), 
ferner ze genau dann, wenn K(x—1,x) =1 ist. Für jedes ke $ ist also notwendig 

I(k) >'max {/(0),..., /(k— 1)} 2 I(k—1), 
d.h. /(k—1,k) =1. Mithin folgt einmal nach (24) 

(26) I(k) = K(k) für ke, 
zum andern $& < ® nach (23). Insbesondere liefert das kleinste Element von $ den für (4) 
benötigten Wert von 7. 

2. Hauptintervalle.. Unter einer Kette der Länge l oder einer I-gliedrigen Kette 
verstehe man eine Folge von ! aufeinanderfolgenden nichtnegativen ganzen Zahlen. 
Ferner heiße Hauptintervall jede möglichst lange Kette von Zahlen x, für die /(x) < K(x) 
ist, einschließlich der sich unmittelbar anschließenden ganzen Zahl (vgl. Figur). Diese 
Definition besagt: 

a) Ist x Anfang eines Hauptintervalls, so ist /(x) < /(2— 1), und das bedeutet 
I(x2) — I(2—1) = — A, d.h. ze® nach (23). 

b) Ist x Ende eines Hauptintervalls, so ist / (x) > / (2 — 1), also w — I(«—1)=1, 
d.h. ze nach (23). 

c) Gehört x keinem Hauptintervall an und nicht zu $, so ist /(x) — I(x — „ 0 
d.h. ze®AD<R nach (23). 

Nunmehr greife man aus der Menge 9 aller Hauptintervallanfänge durch folgende 
Festsetzung zwei Teilmengen & = {g,,98,,...} und 3 = {z,,2,,...} heraus: Es sei q 
eine natürliche Zahl, über die später noch passend verfügt werden wird, und z, = 8, 
die kleinste Zahl, bei der das mit z, beginnende Hauptintervall mindestens g Elemente 
enthält *); ferner gehöre ein 2 >z, aus $ genau dann zu 3 bzw. zu ®, wenn das mit x 
beginnende Hauptintervall mehr bzw. nicht weniger Elemente enthält als jedes vorher- 
gehende Hauptintervall (vgl. Figur; j = 1). Die Enden der mit g; bzw. 2; beginnenden 
Hauptintervalle seien g; bzw. z;, und die Intervalle [g,, g;] sollen ®-Intervalle genannt 
werden. Es ist also 

(27) 3<s6<H=?, 
und je zwei ®-Intervalle [8;,,8;,] und [g,,8;,] mit z, < 8, < 8, <2m+ı (bei festem, 


’ 


passendem m) haben gleiche Länge. Schließlich sei {gj, g,...} = © und 208 —M. 
Dann ist, da nach Konstruktion $ mit © elementefremd und G(z) > G’ (x) ist, 

(28) R(x) = x — K(x) —G'(x) 2 x — K(x) — G(x). 

Die Teilmenge © der Hauptintervallanfänge ist die in der Abschätzung (6) auf- 
tretende Menge. 

3. Der Hilfssatz. Es handelt sich jetzt darum, zwischen der Menge € = ® +P 
und den Begriffsbildungen von Nr. 2 eine Verbindung herzustellen, insbesondere mit 


deren Hilfe Abschätzungen von 4*(€’) nach unten zu gewinnen, da jede solche Ab- 
schätzung auch eine für A*(E) liefert. Denn wegen Y\+B=€>€ ist 


A*(E) > A*E). 


Ist zunächst c’ irgendein Element von € und [z, y] ein Intervall mit 2 <y<c, 
so gilt £ 
(29) D(z—A,y) <V( —y—Ai,e‘—2). 


4) Die Zahl qg muß also dieser Vorschrift gemäß wählbar sein, anderenfalls sei © leer. 
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Denn die Anzahl links bzw. rechts gibt die Anzahl der Elemente von ® rn [x, y] bzw. 
® [le —y,ce — x] an, und jedem de® n [z, y] entspricht eine Zahl 
ce — del‘ —y,  —e], 
wobei offenbar ce’ — d«& 8 ist (da sonst !’EeB + D = €’ wäre). 
Der Kerngedanke der Ostmannschen Darstellung ([5], Hilfssatz 10; [6], Hilfssatz 1) 
liegt nun im folgenden 
Hilfssatz. Mit den Bezeichnungen von Nr.1 und Nr.2 sei 
CEE’ N [Zu Zm + Zmıı — 1], GES N [m Zzmıı — 1], G Sc. 
Dann ist 
E—GEKRUV. 
Beweis. Nach (27) ist ge ®, also e — gie ®. Es sei etwa ce — g; = v. Liegt v in R}, 
so ist nichts mehr zu beweisen; daher sei 
(30) v=el— ge. 
Dann gehört v einem Hauptintervall an, da anderenfalls (vgl. Nr. 2, c)) ve wäre, was 
nicht zutrifft. Ist [w, w’] dies Hauptintervall, also 
(31) w<sv=0‘—g <w, 
so muß  — wg; sein. Angenommen nämlich, es wäre 
(32) gg se —w<g. 


Dann betrachte man /(w — 1, v) und /(,; — 1, ce’ — w). Nach (22), (23) und (31) ist 
(3) Iw—1,v) = Vw— 1,0) — D(iw—1,0)= & Ir —1,2)<0 


usıs®o 


und mittels (32) analog 

(4) Ik —1,cd —vw) = Vs —1, cd‘ —w) — Di; —1,.‘—w)<0. 
Denn die Anzahl der Summanden + 1 ist bei (33) höchstens so groß wie die der Sum- 
manden — 1, bei (34) dagegen bestimmt kleiner, weil  —w im Innern des Haupt- 
intervalls liegt. 

Wendet man jetzt (29) einmal mit = g,y=c’—w, zum andern mit z=w, 
y=van, so folgt mittels (33) 

Di —1, € —w) < V(w—1,v) < D(iw—1,v) < VG — 1, e — w) 

im Widerspruch zu (34). Folglich ist 

(35) !—w28;. 
Andererseits ergibt sich aus (31) und der Wahl von c’ bzw. g,; als Element von 
[Zum Zm + Zm+ı — 1] bzw. [Zm, zus —1], daß w < 2141 —1 ist. Daher muß auch w’ 
noch vor 2,41 liegen, und [w, w’] hat höchstens die Länge der in [2z,, 27m+1 — 1] gelegenen 
$-Intervalle. Also ist auf Grund der Definition von © 

(36) w"—uw<sg—g, wW sw—gH+B86;- 
Damit erhält man auf Grund von (35) 

‘WW 2! —v+g—g2%- 

Dies ergibt zusammen mit (31) 

(37) ‘—w =g:. 
Aus (35) und (37) folgt nun durch Subtraktion 

wW"—v2 8; 55 
mithin nach (36) 
wW"— v=8—$:- 
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Es ist also auch [w, w’] ein ®&-Intervall und wegen (37) schließlich 
v=0’0—g=weW. 
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 


II. Beweis des Satzes von Ostmann. 


4. Der erste Beweisschritt. Man betrachte für festes m =1,2,... die Menge & 


— 1], die Menge R = 8 u 8 im Intervall [0, 2,., — 1]. Ist 


m+l 


wieder im Intervall [z,, 2 
dann 


m+l 


ge®r [2,, 2.1 —1]), reRr [0, 2,,,—1], 
so ist 
(38) r+ge®. 
Anderenfalls folgte aus dem Hilfssatz mitr +g = ce’, g = g;, daß reR wäre. Insbesondere 
liefert (38), daß r + 2, €’ ist für jedes reR n [0, 2,,, — 1], und das bedeutet: 
Für je zwei ganze Zahlen sstmui <s <t<z, ,, is 
(39) C(@,„+s—1,2,+0) zZ Ris—A,i) 
Nunmehr zeigen wir: 
Satz 1. Sind &’ und R wie in Nr. 1 und Nr. 2 definiert, so gilt 
(40) A*(E) Z A*(R). 
Beweis. Für irgendein n =1,2,... sei 22, < x < 22,,| bzw. 22* < x, falls es ein 
letztes Element z* in 3 gibt. Dann ist nach (39) mitm =ns=,1=2—z, 
(41) C (2, —1,2) 2 Rau» —1,2— 2), 
insbesondere für 2 =. +4 a1 —1 
(42) Ca — 1, + 21 —1)2 Ram, —1). 
Analog erhält man für s = z,,t = zu —1 
(43) C (22. — 1, 2m + Zzmsı —1) Z Rizu — 1; Zzuıı — 1) 
und fürs = 2,.-„t=z.—1 
(44) C(zum-ı + Zm — 1, 2m — 1) Z Rlzu-ı — 1; zum — 1). 
Bildet man jetzt (43) für m =1,2,....n—A und (44) fürm =2,3,...,n und 
addiert die entstehenden Ungleichungen, so folgt 
(45) C' (22, — 1, 2, — 1) 2 2R(z, — 1,» —1), 
was zusammen mit (41) 
(46) C (22, —1,2) 2 Ray —1,2— 2) + Ra —1,. —1) 
ergibt. Liegt insbesondere x im Intervall 2, + 241, < x < 22,41, so erhält man aus (39) 
mtm=en+1l,s=z,1=2— Zyı 
C(zu + 24 — 1, x) 2 Ra — 1,2 — 241): 
Addiert man hierzu (45) und (42), so folgt 
(47) C (22, —1, 2) 2 Ri, —1, 2 — 241) + Ra — 1, a4 — 1): 
Nun setze man, falls 3 unendlich ist, 
Pr e wenn 2, Se <2z, + Zrı ist, 
1, wenn u + Z14ı SE < 2241 ist. 
Daun lassen sich (46) und (47) zusammenfassen zu 
C (22, —1,2) 2 Ray —1,2— 24) + Ra —1, 241 — 1). 
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Für endliches 3 hat sich man hierin z„;; durch 2* ersetzt zu denken. Somit ist, 


da für positive a,b,c,d stets > min (= 5) ausfällt, 


C’ (x) — E22 — 1,2) R(z, — 1,2 — z,) + Ra —1, 241 — 1) 
Fn u x Ag ‚+ (ar — 1) 
TC bi R(z, — 1, 2241— 1)] 
a y Zn+l —1 l 
Für zulässige x =1,2,... ist der zweite Ausdruck in der geschweiften Klammer eine 
R(z, —1,t 


) (!=1,2,...), während für x — oo der erste sich beliebig wenig 


R{t) 
! 


Teilfolge von 


von einer solchen Teilfolge und beide sich beliebig wenig von unterscheiden. Durch 


Übergang zum lim erhält man daher die Behauptung (40). Für endliches 3 ist der zweite 
Ausdruck in der geschweiften Klammer für genügend großes x konstant; im übrigen 
bleiben die Betrachtungen erhalten. 

5. Der zweite Beweisschritt. Mit Hilfe von Satz 1 läßt sich der Beweis von (6) 
leicht zu Ende führen. Zu zei ‚en ist: 

Satz 2 (Satz von Ostmann). Sınd A, ®B Mengen nichtnegativer ganzer Zahlen 
(VEAAB) und © die in Nr. 2 definierte Teilmenge der Menge aller Hauptintervallanfänge, 
so ist 


(48) AHA +B) = lim mi mi A 


T 


0 


falls AU +B) <1 ist. 
Beweis. Hans A+B=€>@ ist auf Grund von (40) und (28) 


K(x) —G(a) 


AU + B) > A*lC) > A*(N) = lim ei > Jim 


T 


Fa +] >» 


und hierin behalten die von R abhängenden Ausdrücke sowie die nachfolgenden Ab- 
schätzungen auch dann ihren Sinn, wenn ®R endlich ist. Da nun die Summe K(x) + G(x) 
mit wachsendem x nicht abnimmt und bei jedem ze bestimmt zunimmt, hat der 
zuletzt stehende Quotient an den Stellen k,;e ft relative Minima. Daher ist, falls ® 
unendlich ist, 

x — K(2) — G(a) _ 


lim — - Jim 
x 


>» i>® 


ki — K(k,) — G(k,) 
- 
ki — I(kı) — G(k,) 
e 
A(kı)+ 2 — 6G(k,) 


— lım 


— lim 
>- lim 
Hierbei wurden (26) und (20) benutzt. Damit ist (48) für unendliches 8 bewiesen. 
Ist aber 8 endlich, so gibt es Zahlen x, und c derart, daß /(x) < e ist für 2 > x,, 
nach (20) also 
A(2) + Bla) 2x —ec für > 
und daher 


*(X, 8) — lim 4) T iu Mae 


io P 7 oo 
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ist. Da nach Voraussetzung o*(W, 8) <1 ist, folgt also o*(W, 8) =1. Daher verläuft 
bei endlichem & die Abschätzung (49) wie folgt: 
Im Kt) Ele _ m 

im Aa) + BC) 


x —G(z) 
x 


2>®© 


womit auch für diesen Fall Satz 2 bewiesen ist. 


IV. Folgerungen. 


6. Beweis von (4). Aus Satz 2 sollen jetzt die Abschätzungen (4) und (7) gefolgert 
werden. Zum Beweis von (4), der sehr leicht zu führen ist, braucht man nur abzuschätzen, 
wievielZahlen < x in ®-Intervallen liegen. Nach Konstruktion (Nr. 2) gehören die Elemente 
jedes Hauptintervalls nicht zu $. Folglich ist erst recht die Anzahl der Elemente < z, 
die in ®-Intervallen liegen, höchstens gleich x — K(x). Wählt man nun das bei der 
Konstruktion von ® noch offen gebliebene qg = j + 1, so enthält jedes (etwa vorhandene; 
vgl. *)) ®-Intervall mindestens j + 1 Elemente, und da G(x) die ME x liegenden 
@&-Intervallanfänge zählt, folgt mit (25) und (20) 


Ga) +1) sr —Kla)+jsAle)+Bla)+], 
also 


Er — Cl) 2— 4 (Ale) + Ba). 


Nach (48) ist daher 
A(z) + B(a)—G(2) _ A(x) + B(z) —G(x) + - 
® na x 
A(z) + B(x) 
23 


E- 
ir 








y* 2 lim 


zo» 


womit (4) bewiesen ist. 

7. Beweis von (7). Die Kette der Länge I, die ® nach Voraussetzung enthält, werde 
von den Zahlen r+41,r+2,...,r+ gebildet. Dann setze man wie in (15), aber unter 
Beschränkung aufv=r +1, 

]* — max IA, B,,ı) bzw. j* — ©, 
ve 
falls kein solches Maximum existiert. Ist dann X, ® ein Paar mit j* = oo, so ist (7) 
trivialerweise richtig; denn in diesem Falle ist y* > o* (vgl. (17)) und ferner stets 


me. 2 lim A(«) Pius. B(x) rt 
x l - 


lim 


ı>o ı>o® >® 


Ist aber j* endlich und das zugehörige & ebenfalls endlich, so folgt (7) wie eben mittels 
(48), da sich y* > o* für endliches & sofort aus (48) ergibt. Ist & unendlich, so setze 
man q = j* und unterscheide zum Beweis von (7) die beiden folgenden Fälle: 


a) Alle ©-Intervalle [g, g'’] enthalten mindestens | Elemente von ®, d.h. es ist 

(50) B(e—A,g) 1 für alle ge ©. 
Da nun für x > g, in [1, x] mindestens G(x) — 1 vollständige ®-Intervalle liegen, ist 
nach (50) 





e—| 
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B(2) 2 1(G(2) —1), 

Ga) <TBla) +1. 
Hiermit folgt aus (48) 
A(a) + B(a) — (2) 


T 


i—1 
A(x) + ] B(z) —1i 
> lım — teen = lim 
>68 x Fe x 


y* > lim 


zo» 


Al2)+" 7 Ba) 


Damit ist (7) in diesem Fall bewiesen. 
b) Es gilt ein ®-Intervall [g;, g;] mit 
(51) Big —1,g) <I. 
Dann ist für dieses ®-Intervall 
(52) Bea —iA,g +x)— Bfir,r+1+2)<s0 (sr sg,—8i), 
wobei das Gleichheitszeichen für x = g,— 8; bestimmt ausgeschlossen ist. Denn nach 
(51) enthält [g;, g!] höchstens 7—1 Elemente von ®, dagegen [r +1,r +g;—8i] 


mindestens die 2 Elemente der bei r + 1 beginnenden Kette, da auf Grund unserer 
Definitionen g’ —g, > j* und j* 21 ist. Ferner ist nach (20), (21) und (23) 


5) II: +)=r+1-Ag I: +)— B—ıIg+tm)=t, 
wo das Gleichheitszeichen jetzt für x = g; — g; gilt und sonst bestimmt ausgeschlossen ist 


Man wähle nun u,eX so, daß U,, die Beziehung j(A,, ®,,.) =j* erfüllt. Dann. 
ergibt sich folgendermaßen ein Widerspruch. Es ist, da EU, rn B,+ı ist, die Funktion 


IA,, Br+1; x) definiert. Man erhält ferner mittels (9), nachdem man dort x durch 
z +w ersetzt hat, 

1+4,@)=Ag —1,g +2), 

1+ Brr(2) = Bir, r+1+ 2) 
und dann hiermit für x =1,2,3,... 

I(%,, Br+1; 2) = 1 — A,,(2) — B,+1(2) 

=17+2—- Ag —1,6:+2)—B(r,r+1+2). 

Nach (52) und (53) folgt weiter 
1%, Br; 2) s1 + Is 1, +2), 
wobei für 0 <x <g; —g; das Zeichen < steht und /(; —1,g; + x) < 0 ist, dagegen 
für x = g! — gı das Zeichen < und /(g, —1,g; + x) = O gilt. In beiden Fällen ist daher 
die linke Seite < 1, also, da es sich um ganzwertige Funktionen handelt, 
I%U,, Br; 2) < 0 für OS Sg —8i- 

Dies liefert aber nach der Definition (5) von 


U, Br) > —8ı- 
Andererseits ist nach Konstruktion von © und der Wahl von q = j* stets gg — 8, > j* 
und daher 

U, Br) > IM, Br): 
im Widerspruch zur Bestimmung von u,. Der Fall b) ist daher zu verwerfen und (7) 
damit vollständig bewiesen. 
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Zusatz bei der Korrektur. 


Im Anschluß an einen Vortrag, den der erstgenannte Verfasser über die vorstehenden 
Untersuchungen im August 1952 im Mathematischen Forschungsinstitut Oberwolfach 
hielt, hat sich Herr Martin Kneser mit der auf S. 103 erwähnten Möglichkeit beschäftigt, 
die Ostmannschen Ergebnisse mit den Mannschen Hilfsmitteln zu beweisen. Seine Be- 
mühungen führten zu einem vollen Erfolg. Die Aussage (6) konnte er dabei, unter Ver- 
meidung der Menge ©, noch schärfer formulieren. Wegen der Einzelheiten sei auf die 
inzwischen erschienene Arbeit verwiesen: M.Kneser, Abschätzungen der asympiotischen 
Dichte von Summenmengen, Math. Zeitschr. 58 (1953), 459—484. 
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Über die Lage der charakteristischen Wurzeln einer Matrix. 


Meinem Freunde Hans Rohrbach 
zum 50. Geburtstage am 27. Februar 1953 gewidmet. 


Von Alfred Brauer in Chapel Hill. 





Im Jahre 1931 veröffentlichte H. Rohrbach!) eine Arbeit, die für mich der Aus- 
gangspunkt einer ganzen Reihe eigener Arbeiten wurde?). Zwar habe ich in ihnen und in 
Vorträgen über sie Rohrbach immer zitiert, wenn es angebracht war. Doch ist es mir 
darüber hinaus ein Bedürfnis, einmal ausdrücklich zu betonen, wie wichtig seine Arbeit 
für mich geworden ist. Darum widme ich die vorliegende Abhandlung, in der einige meiner 
bisherigen Resultate weiter verbessert werden, meinem langjährigen Freunde, dem ich 
nicht nur in mathematischer Beziehung, sondern auch sonst in vieler Hinsicht zu größtem 
Danke verpflichtet bin. 

Es sei A = (a,,) eine quadratische Matrix n-ter Ordnung. Man setze 


GL: M. 


InM II, Satz 11, hatte ich bewiesen, daß jede charakteristische Wurzel von A im Innern 
oder auf dem Rande mindestens eines der n(n — 1)/2 Cassinischen Ovale 
Iz2z—a,||Iz—a,|sP,P, („iu1l2...03 054) 
liegt. In M V, Satz 35, hatte ich gezeigt, daß diese Ovale durch andere Ovale mit den- 
selben Brennpunkten ersetzt werden können, die häufig kleiner sind. Aber z. B. für die 
wichtige Klasse der Matrizen mit positiven Elementen gibt der Satz 35 nur den Satz 11. 
In der vorliegenden Arbeit verschärfe ich Satz 35 folgendermaßen: 


Satz 1. Es sei A = (a,,) eine quadratische Matrix n-ter Ordnung. Man setze für jedes 
zundA mit x +4 . 


(1) Qu nn P2 {| qa,,Q,, | + | Q,.4,, | + | Qa,,@;, 1} + 92 | Q,,@;. + Q,,Q,, | ’ 


v <u 
wo u und v von A bis n laufen, aber u+x,Aundv + x, A ist. Ferner bezeichne man die 
Hauptunterdeterminante der charakteristischen Determinante von A, welche die Zeilen x 
und ) enthält, mit D,,. Dann liegt jede charakteristische Wurzel von A im Innern oder auf 
dem Rande mindestens eines der 3 n(n — 1) Ovale 


(2) IDulSQu (,A=1,2,...n;x#+A). 


ı) H. Rohrbach, Bemerkungen zu einem Determinantensatz von Minkowski, Jahresbericht der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung 40 (1931), 49—53. 

2) A. Brauer, Limits for the characteristic roots of a matrix, Duke Math. Journal 13 (1946), 387—395; II, Duke 
Math. Journal 14 (1947), 21-26; III, Duke Math. Journal 15 (1948), 871—877; IV, Applications to stochastie 
matrices, Duke Math. Journal 19 (1952), 75—91; V, Duke Mathematical Journal 19 (1952), 553—562. (Diese Arbeiten 
werden im folgenden kurz mit MI,M II,M III, M IV, MV zitiert werden.) — On the characteristic equations of 
certain matrices, Bull. of the Amer. Math. Soc. 58 (1947), 605—607. — Matrices with all their characteristie roots 
in the interior of the unit eircle, Journal of the Elisha Mitchell Seient. Soc 68 (1952), 180-183. — Letter to the 
Editor, Econometrica 21 (1953), 218-219. — Bounds for characteristic roots of matrices, Proceedings of the Inter- 
national Symposium on „Solutions of Linear Systems of Equations and Determination of Eigenvalues‘ in Los Angeles 
1951 (im Druck). 
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Die Brennpunkte dieser Ovale sind gegeben durch 
„=4{a,+a,+1Vla,—a,)’ + 4a,a,,}. 

Für schiefsymmetrische Matrizen liegen sie sämtlich auf der imaginären Achse. 

Der erwähnte Satz 35 kann folgendermaßen formuliert werden: 

Jede charakteristische Wurzel von A liegt im Innern oder auf dem Rande von mindestens 
einem der Ovale 

(3) Iz—a,|Iz—a,l—la,a,|=Q,,. 

Da nun 

ID„I=1@—a,)@—a,)—a,a,„l212—a,||Iz—a,|—|a,a,,| 

ist, folgt, daß für jedes Wertepaar x, /, für das a,,a,, nicht verschwindet, das Oval (2) im 
Innern des entsprechenden Ovals (3) liegt. Die beiden Kurven haben nur diejenigen Punkte 
gemeinsam, für die arg {2 —a,,) (2—a,,)} =arg(a,,a,,) ist. Daher gibt der obige Satz 1 
für den Spezialfall von Matrizen mit positiven Elementen bessere Abschätzungen für die 
imaginären Wurzeln als Satz 35. Für die reellen Wurzeln sind die Resultate im Falle posi- 
tiver Matrizen nur besser, wenn die betreffenden Ovale (2) zweifach zusammenhängend sind. 

In ähnlicher Weise werden einige andere meiner früheren Sätze verbessert werden, 
insbesondere der Satz 37 der Arbeit M V über die reellen Wurzeln der Matrizen mit 
reellen Elementen. 

Beweis von Satz 1. Wenn eine charakteristische Wurzel von A ist, so hat das 
Gleichungssystem 


n 


(4) x, = Fa, (va = 1,2... 
4=1 

eine nicht-triviale Lösung &,, 3, . - -, &„. Man nehme an, daß 

(5) |1>21%.12Max|z,| #=1,2,..,n;v +r,s) 
ist und betrachte die r-te und s-te der Gleichungen (4) 

(6) (o as a,,) I4,= > q4,,%,; 

sa 
( („—a,)2, = Za,s,. 


v-1 


Wenn x, = 0 ist, sind alle x, = 0 mit Ausnahme von x,. Wegen (6) ist daher » = a, 
und wegen (7) a,, = 0. Daher ist D,, = 0, und der Satz ist in diesem Falle bewiesen. 
Man kann daher annehmen, daß x, = 0 ist. Durch Multiplikation von (6) und (7) 
erhält man 
(w — a,,) (w — Q,,) Lt; — AysAgrKr; = Ar, 3 a,X,) 


vrP7,R 


(8) +ayarl Za,%)+ Z 0au2? + 5 (aa, + a„a,) %,%,. 


v+r,* n,vtr,8 
‚<q 


Dividiert man durch x,x,, so folgt wegen (5) und (1) 
| Dys |=| (w en Ayr) (w us As) — Aylır| S Or. 
Für die reellen Wurzeln von Matrizen mit reellen Elementen kann Satz 1 weiter 
verschärft werden. 
'Es seien x und A gegebene Zahlen und x + A. Man betrachte die Summe 


x,\ x, 2 wi. 
a, 20.")+0,([ x a, )+ 20,0, + 2 (0, +0,0,)"". 


„+.,} v$n,Ä4 2 vn i „ut uvtn,Ä L,4; 


„<q 
Man denke sich hier die beiden Summanden jeder Klammer der letzten Summe zu einem 
positiven, negativen oder verschwindenden Koeffizienten zusammengefaßt. Wenn A eine 
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Matrix mit reellen Elementen und » eine reelle charakteristische Wurzel ist, kann man 
alle Komponenten x, des charakteristischen Vektors als reell annehmen. Man setze 


2, = 8,y,wo,= +iundy, Z0is für» =1,2,...n. 
Es kann sein, daß alle e, bekannt sind, wie z. B. im Falle, daß » die größte Wurzel 
einer nicht-negativen Matrix ist, wo alle e, = 1 sind. In einem solchen Falle setze man 


in (9) für die &, die Werte ein und bezeichne die Summe der positiven Koeffizienten der 
Quotienten der y, mit p ,, die Summe der negativen Koeffizienten mit n,,. Im allgemeinen 
Falle bezeichne man mit p,, die größtmögliche Summe der positiven Koeffizienten der 
Quotienten der y, bei allen möglichen Zeichenkombinationen der e, für gegebenes x und }. 
Entsprechend bezeichne man die kleinstmögliche Summe der negativen Koeffizienten mit 
n.. Unter Benutzung dieser Bezeichnung gilt 

Satz 2. Jede reelle Wurzel » einer Matrix A mit reellen Elementen genügt mindestens 
einer der n(n —A)/2 Ungleichungen 

(10) nn. S Da S Pa = 2... 2 <A). 

Der Beweis ergibt sich sofort aus (8) und (9). 

Man kann den Satz 2 auch folgendermaßen formulieren: 

Jede Wurzel einer Matrix mit reellen Elementen liegt in mindestens einem der n(n—1)/2 
Gebiete, die man erhält, wenn man aus jedem Oval (2) diejenigen Stücke der reellen Achse 
herausschneidet, für die (10) nicht erfüllt ist. 

In M III habe ich den folgenden Satz bewiesen: Ist r ein charakteristischer Vektor, 
der zur Wurzel » von A gehört, und ist f(z) ein beliebiges Polynom, so ist r auch ein 
charakteristischer Vektor, der zur Wurzel f(®) von f(A) gehört. Mit Hilfe dieses Resultates 
hatte ich einige Sätze bewiesen, insbesondere Satz 19 in M III und Satz 39 in M V, die 
oft sehr gute Abschätzungen für die charakteristischen Wurzeln liefern. Auf Grund der 
obigen Sätze 1 und 2 lassen sich diese Sätze noch weiter verbessern. Da sich die Beweise 
unmittelbar aus den Beweisen der Sätze 1 und 2 und den Beweisen der entsprechenden 
früheren Sätze ergeben, formuliere ich hier nur den Wortlaut und übergehe die Beweise. 

Satz 3. Es seien A =(a,,) eine quadratische Matrix n-ter Ordnung und f,(2), 
fo(2),-. :, fn(z) beliebige Polynome. Es sei B=(b,,) die Matrix, deren v-te Zeile für 
v—1,2,...,n die v-te Zeile der Matrix f,(A) ist. Ferner seien Q*, die durch (1) für die 
Matrix B definierten Größen. Dann genügt jede charakteristische Wurzel » von A mindestens 
einer der n(n — 1)/2 Bedingungen 

ıD#|=| .(®) . b,..} lo) bu} —b,b,.1= 0% 
(nl 2.:.83 2 6 A). 

Satz 4. Unter Benutzung der Bezeichnungen von Satz 3 sei jelzt angenommen, daß 
alle Elemente von A und alle Koeffizienten der Polynome f,(z) reell sind. Ferner seien 
p*, und n*, die Zahlen für die Matrix B, die den Zahlen p,, und n,, der Matrix A ent- 
sprechen. Dann genügt jede reelle Wurzel » von A mindestens einer der n(n—1)/2 Bedingunge:: 


n, SD, Sp, (mA=l2..una<d). 


Daß diese Sätze 1 bis 4 oft weit bessere Abschätzungen als meine früheren Resultate 
ergeben, zeigen die folgenden Beispiele: 
Im M IV war gezeigt worden, daß die von 1 verschiedenen charakteristischen 
Wurzeln der Matrix 


03 07 0241 0,19 
._[ 042 014 0,23 0,24 
AT 04 0% 0412 0,8 
042 027 022 0,09 
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die charakteristischen Wurzeln der Matrix 
— 0,09 0 — 0,01 
4A= | 0 — 0,13 0,04 
0,022 °—0,01  — 0,10 
sind und daß jede von ihnen daher in mindestens einem der beiden Ovale 
(11) |z2+ 0,09| |z-+ 0,10 | < 0,0003 und |z + 0,10 | |z + 0,13 | < 0,0003 
und in mindestens einem der beiden Ovale 
(12) |2-+ 0,09 | |z-+ 0,10 | < 0,0004 und |z + 0,10 | |z+ 0,13 | < 0,0002 
liegen muß. Es folgt nun, wenn man Satz 1 auf die Zeilen und auf die Spalten von .1, 
anwendet, daß die Ovale (11) durch die drei Ovale 
|(z + 0,09) (z + 0,10) + 0,0002 | < 0,0004, 
|(z + 0,10) (z + 0,13) + 0,0001 | < 0,0002, 
| |z + 0,09| |z + 0,13 | < 0,0001 
und die Ovale (12) durch die drei Ovale 
|(z + 0,09) (2 + 0,10) + 0,0002 | < 0,0002, 
(14) |(z2 + 0,10) (z + 0,13) + 0,0001 | < 0,0001, 
|z + 0,09] |z + 0,13 | < 0,0002 
ersetzt werden können. Die durch (13) und (14) bestimmten Gebiete sind kleiner als die 
Gebiete (11) und (12). Z.B. ergibt sich aus (11) und (12), daß die reellen Wurzeln 
von A, in den Intervallen — 0,1357 <w <— 0,12 und — 0,1157 < & < — 0,0769 liegen, 
während aus (13) und (14) folgt, daß sie in den Intervallen — 0,1324 <o <— 0,12; 
— 0,11 < o <— 0,0969 und — 0,0927 < » < — 0,0876 liegen. 
In M V betrachtete ich die nicht-negative Matrix 


(13) 


Fr a 
ee rl 
A=1|0 1 3 2 0 
Ban 
ey EB > 


Löst man für die größte charakteristische Wurzel » die zu den Spalten gehörigen linearen 
Gleichungen, so sind, wie gezeigt wurde, die erste und die vierte Komponente des charak- 
teristischen Vektors die absolut größten. Wählte man f,(z) = z° — 14,52? + 52,5z und 
fa(z) = 2° — 72° + 6z, so wurden die erste und vierte Spalte der Matrix B (als Zeilen 
geschrieben) 


(45) 35 0 15 —15 0 


42 0.—8 —1 ,, 
und Satz 39 und 40 von MV ergaben 
(16) 9,1687 < w < 9,1851. 


Wendet man dagegen Satz 4 an Stelle von M V, Satz 39 an, so folgt aus (15) 

— 13,5 < (u? — 14,50? + 52,50 — 33,5) (w® — 70? + 60 + 1) + 63 < 76,5, 
und man erhält statt (16) die Aussage 9,1687 < o» < 9,1784. Tatsächlich liegt » im 
Intervall 9,17267 < » < 9,17268. 


University of North Carolina. 





Eingegangen 20. Februar 1953 








laut« 


gibt, 


die ] 
(hier 


Vinc 
bewi 
sum 
dara 


Metl 
gülti 
stell 
licht 
führ 
Arbe 
Linn 





ren 
ak- 
nd 
len 





Über den dritten Hardy-Littlewoodschen Satz 


zur Goldbachschen Vermutung. 
Herrn Prof. Dr. H. Rohrbach zum 50. Geburtstag gewidmet. 


Von Achim Zulauf in Mainz. 


Einleitung. 


Der erste und dritte Hardy-Littlewoodsche Satz [1] zum Goldbachschen Problem 
lauten bekanntlich (vgl. auch Landau [10], V. Teil): 

Wenn die Hypothese (H) wahr ist, d. h. wenn es eine Weltkonstante 9 < ®/, derart 
gibt, daß alle Dirichletschen Funktionen L(s, x) + 0 sind für Re s > 9, so gilt: 

(1) Alle genügend großen ungeraden Zahlen sind Summe dreier ungerader Primzahlen. 

(2) Fast alle geraden Zahlen sind Summe zweier ungerader Primzahlen. 

Bei der klassischen Beweismethode, die Hardy und Littlewood benutzten, werden 
die Eigenschaften gewisser durch unendliche Reihen definierter analytischer Funktionen 
(hier insbesondere die Nullstellenverteilung der L-Funkt'onen) ausgenutzt. 

I.M. Vinogradov [2], der 1937 die Aussage (1), die man seitdem den Goldbach- 
Vinogradovschen Satz nennt, erstmalig vollständig, d.h. ohne unbewiesene Annahme, 
bewies, entfernte sich von der klassischen Methode, indem er endliche Exponential- 
summen als Hilfsmittel benutzte. Mit der Vinogradovschen Methode wurde im Anschluß 
daran auch (2) bewiesen [3]. 

Ju. V. Linnik [4] zeigte nun 1945, daß man auch mit der Hardy-Littlewoodschen 
Methode zum Ziele kommen kann, indem er die Hypothese (#) durch schwächere, aber 
gültige Resultate von Siegel-Walfisz (s. S. Chowla [5]) und von Linnik [6] über die Null- 
stellenverteilung der L-Funktionen ersetzte. Sein Beweis hat den Vorzug größerer Einheit- 
lichkeit. Die mir bekannten Linnikschen Veröffentlichungen wie auch die etwas aus- 
führlichere von N. G. Cudakov [7] brachten jedoch nur einen Beweis von (1). Die folgende 
Arbeit wird nun als Spezialfall den Beweis von (2) nach der klassischen Methode, mit den 
Linnikschen Hilfsmitteln enthalten. 

Die Sätze (1) und (2) sind nämlich folgender Erweiterung fähig: 

Sind KA undZ 3 beliebig aber fest gegeben, und sind R,,..., R, irgend Z prime 
Restklassen mod K, so gilt: 

(1’) Jede genügend große zu Z paritätische ZahlneR, +''* + R, ist Summe von Z 
ungeraden Primzahlen p,, die beziehentlich eR, sind. 

(2') Fast alle geradenZahlen neR, + R, sind Summe von zwei ungeraden Primzahlen 
Pie Rı, PsER.. 

Offenbar enthalten (1’) und (2’) als Spezialfall X = 1 oder 2, Z = 3 die alten Sätze 
(1) und (2). 

Satz (1’) wurde 1925 von H. Rademacher [8] unter Annahme der Hardy-Littlewood- 
schen Hypothese (#) bewiesen. Einen Beweis ohne diese Annahme und zwar mit den 
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Linnikschen Hilfsmitteln habe ich kürzlich angegeben (siehe [11]). Überdies werde ich 
zeigen daß (1’) sich in einfacher Weise aus dem hier zu beweisenden Satz (2’) ergibt. Der 
Fall Z> 3 folgt übrigens fast trivialerweise aus Z = 3; er ist nur dann von Interesse, 
wenn man über Satz (1’) hinaus noch etwas über das asymptotische Verhalten der Anzahl 
der Darstellungen aussagen will. Eine solche asymptotische Formel habe ich ebenfalls 
angegeben ([11], Satz 10). 

Satz (2’) wurde, soweit mir bekannt, bisher noch nicht nach der klassischen Methode 
bewiesen (auch nicht unter Annahme von (H)). 

Mit den Vinogradovschen Hilfsmitteln wurde das Problem der Sätze (1’) und (?’) 
erfolgreich durch J. G. van der Corput [9] behandelt. Dieser hat sogar noch allgemeinere 
Resultate erzielt, indem er Darstellungen der Form 

n = U,pı + Uspe + Uzp; bzw. n = U,pı + UsPpe (pP, = a, (mod K,)) 
betrachtete, wo die U, ganze teilerfremde Koeffizienten Z 0 sind und überdies den Prim- 
zahlen p, die Beschränkung A,<p, = B, auferlegt ist. 

Trotzdem scheint es mir lohnend, noch einmal diesen Beweis des Satzes (2’) aul- 
zuschreiben; denn einmal ist er verhältnismäßig kurz und durchsichtig (was natürlich 
nicht nur durch die neue Methode, sondern vielmehr auch durch das geringere Aussage- 
volumen bedingt ist), zum anderen aber macht er offensichtlich, daß die klassische 
Methode im Verein mit den neuen Linnikschen Hilfsmitteln durchaus mit der Vinogradov- 
schen konkurrieren kann. 

Der in $ 2 gegebene Ansatz zum Beweis von (2’) ist die sinngemäße Verallgemeinerung 
des Hardy-Littlewoodschen im Spezialfall X = 1. Und zwar wird die erzeugende Funktion 


f{w) = & (log p) wr 
im allgemeinen Fall durch j 
F(w, a) = & X(a) /(w, X)= p(K) & (log p) wr mit f(w, X) = & X(p) (log p) wr 
ersetzt Ben benutzte f(w, x) unge‘ X(p) w?, was jedoch en Gründen, die ich 


in [11] ausgeführt habe, hier nicht möglich ist). 

Auch die Weiterführung des Beweises in $ 3 verläuft (abgesehen von der durch die 
Erweiterung bedingten Verallgemeinerung und der durch die Anwendung der Linnikschen 
Hilfsmittel bedingten Abweichung in der Ordnung der Fareyzerschneidung) analog dem 
Beweis von Hardy und Littlewood. Die eigentlichen analytischen Schwierigkeiten des 
$ 3 stecken demzufolge im sog. großen Hilfssatz ($ 3, (d)), den ich aus einer frül.eren 
Arbeit ([11], Satz 7) übernehmen werde. 

In $4 werden die Endresultate bewiesen. Dabei wird noch ein Hilfsresultat ver- 
wendet, das — um den späteren Beweisgang nicht zu unterbrechen — bereits in $ 1 vor- 
bereitet wird. Es handelt sich im wesentlichen um den Nachweis von 


| 2(h) h 
3 S*(m) = Ww.(n)>C,>0 mit Wh) -"M. 5 ;) 
3) SStm) = 2 Wu(h>C,>0 mit Wuth) <= ey, Zdrls 


für gerades m und y=1 (C, unabhängig von m und y). Dieser Nachweis ist not- 
wendigerweise erheblich umständlicher als der entsprechende bei Landau [10], da S* (m) 
für y— 00; m — oo nicht gleichmäßig absolut in m konvergiert, und da der Quotient 
yIm von größerer Ordnung sein kann als bei Landau. Daß (3) unabhängig von m und y 
gilt, liegt keineswegs in der Natur der Sache; es hätte nämlich sogar genügt, wenn die 
Aussage (3) (wie implizit bei Hardy und Littlewood [1], V) nur im quadratischen Mittel 
bzgl. m bewiesen worden wäre. 
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Noch ein Wort zu den angewandten Bezeichnungen. Es bedeute 
g(2) <G(x) (lies: g(x) klein gegen G(z)), 
daß |g(2)| SC -G(x) ist für jedes x des gemeinsamen Definitionsbereiches; es ist also 
g(x) = h(x) + OiF(x)) gleichbedeutend mit g(z) — h(z) < F(x), 

Ferner bezeichnen C, C,,C,,... positive Konstanten. Eine Abhängigkeit von 
beliebig aber fest eingeführten Größen (z.B. A und K) wird nicht in die Bezeichnung 
aufgenommen. Die Abschätzungen wie auch die Konstanten C dürfen also von solchen 
Größen (aber sonst von nichts) abhängen. 


$ 1. Vorbereitungen. 


Hilfssatz 1. Für ungerades | Z 3 gilt 


‘ er 
4 (/) eu 5 ] . 
Beweis. Zunächst ist offenbar für / 21 
A k J 4 i . 4 Br 
2>2-3°5 93) =2-3' > I. gr Do.gte, 
> ‚> 0} 
’ ‚ 5 r er 
/ege .n ‘fu BE Sen a ı fü >4i 
Wegen n—i1>n* für n und .- (n Ijy=1> al 2 (n ‘) für n21 ist 


ferner für jede Primzahl p > 5 und jedes 7 21 
I. 


p—1>P"; pP) =p—VpP'>P'p. 
Aus der Distributivität der g-Funktion folgt sofort die Behauptung. 


Hilfssatz 2. Seig 2 2 gerade; $ Z 1 und X(g, j) der Hauptcharakter mod g, also = 0 
oder 1 je nachdem (g, j) > 1 oder = 1 ist. 

Dann ist 

y *% N AU) > >0, 
ısjs# I °(7) 

wobei C', von ß und g nicht abhängt. 

Beweis. Das erste Glied der in Frage stehenden Summe hat den Wert 1. Da 
X (g, j) für gerades j und «(j) fürnicht-quadratfreies j(insbesondere für j = 9) verschwindet. 
und da jedenfalls | X(g, j) u(j) | = 1 ist, gilt also 


s KEIM Ss _ 5 1 _B_ Hy A, 
Iısiss P’Ü) n Ya Pi) 144 11; H »y?() 
21j:53+9 tj 
Weiter ist nach Hilfssatz 1 
1 _g5% a re 
y y En ee ı< I. Is 
Zen a) (7) a <(4) ? Fi 4 < I 
-tj z4j s0 v 
woraus die Behauptung mit C, = jr folgt. 


Hilfssatz 3. Sei m ganz, h ganz und Z1. Sei 
h ö Beh) 1u. 
W* = - 1° — ni & 
#(h) r Fl bu (5 }; W„(h) q 2(h) W 5(h) 


Dann ist 
h 


U mem 
q . 


‚D 


W„(h) ä 
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Beweis. Aus (h,, h,) =1 folgt leicht 
h h;' 
weh wen) =( 2 hulz))( & %r(i) 
1 2 


b, \(h,, m) b, |(h,, m) 


= 2 bu["4°) = Wilhh). 


b|(hıh,,m) 
Für quadratbehaftetes A ist nun die Behauptung des Hilfssatzes 3 trivial (beide 


(1) 


Seiten verschwinden dann wegen u(h) = 0). Sei also A quadratfrei. Dann ist 2. D) = 


und es folgt aus (1): 


wech = We(D)- Wi(,,) 


Hierin ist einmal wegen D | m; (D, m) = D und nach Landau ([10], Satz 40) 


wid) = zbul,)=2 7, u) = iD). 


bD 


Andererseits ist wegen der Quadratfreiheit von Ah 


me) wx(5) = zn )=+lo 


Daher wird 


he 5; _ w(h), 
W;(h) = «(5) y(D); W,(h) = p?(h) 


m 


wobei nochmals (7 e D) — 1 für quadratfreies k beachtet wurde. 


Hilfssatz 4. Sei m 2 gerade; y=Z1; KZ1 ganz; 


Dann ist 
S*(m)>C,>0 


unabhängig von m, K und y. 
Beweis. Nach Hilfssatz 3 ist 


hsy 
(h K)=1 


Nun entspricht jedem A mit 
h<szy; (h,K)=1; u(h) #0 
genau ein Wertepaar D, ; mit 
Dij=h, Dsy; Dim; (D,K) =1; u(D) #0; 


2 A 
e = 7:4, Km)=1; al) +0. 


Denn erstens erfüllen D — (h,m); j = I alle Bedingungen (2) [(j, m) =1 folgt dann aus 


u(h) =0; alles andere ist sofort zu sehen] und zweitens ist D (also auch j = ») durch 


die Bedingungen eindeutig bestimmt (aus Djm und (j, Km) =1 felgt nämlich 
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Andererseits entspricht jedem Wertepaar D, j mit 
D=y; Dim; (D,K)=1; u(D) #0; 


j<5: (, Km) =1; u) +0 
genau ein Ak mit 
h=Dj; hzy; (h,K)=1; u(h) #0 
(aus D|m; (j, Km) =1 folgt nämlich (j, D) =1; u(h) = u(j)u(D) + 0; alles andere 
ist sofort zu sehen). 
Es ist daher 
xD) 
St(m) = „ #2 
nn 


Dsy D 


X(Km, j) u(j) 
9:7) 


wi) _ „ wD) 
z a) v0 
DSsy ISz 


(D, K)=1 (ji, Km) =1 (D,K)=1 


(man beachte, daß im Falle „(h) + 0 stets „?(h) u(j) = u?(D) u®(j) = u?(D) u(j) ist). 
Nach Hilfssatz 2 mit $# = z und g = Km folgt weiter 


2 


S*(m) > 


wie zu beweisen war. 


(a) Es sei X >21 beliebig aber fest gegeben. 

(b) Es seien a, und a, zu K teilerfremd beliebig gegeben. 

(e) Es sei für |w| <1 

F(w,a,) = p(K) 2 (log p,) ws, 
Py=4ay(K) 
wo die p, (wie im folgenden stets) unabhängig voneinander die ungeraden Primzahlen 
durchlaufen, und 
H(w) = F(w, a,): F(w, a,). 
Die Definitionen (a) bis (c) gelten im folgenden ständig. 
(4) Es ist für |w| <1 


H(w) = g*(K) £ v(m) ur 


m=VO 


v(m) = 5 (log pı) (log p.), 
Py=aylk) 
wie sich durch Ausmultiplizieren des definierenden Produktes unmittelbar ergibt. 
(e) Für jedes ganze k>0 sei 


d=(K,k); @ (mod d) so bestimmt, daß = = 1 (mod d); 


R= 2 (R also mod k bestimmt und = 1 (mod d)); 


N(k) =1 oder 0, je nachdem (5: K) —=41 oder >1 ist. 


(fi) Im folgenden sei ständig A > 2 beliebig aber fest gegeben; A, =4A + 38; A, =; 


« 


n ganz und genügend groß (d.h. >C); r = log“: n. 
Journal für Mathematik. Bd. 192. Heft 2 16 
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(g) Es sei 


ı 
RER II BE Tas 
ksy 5} ig 
Dann ist (unabhängig von n und m) 
Sy; (m) ZC,>0 für gerade m= a, + a, (mod K). 
Für ganzes M ist nämlich nach Landau ([10], Satz 222) 


I 


2ri — M k 
ze" "= zbulz)= Wim. 
ısI<k b|(k,M) 
(d,k)=1 
Nun ist - 
h k k k 
(e.1) (2 %)=(4%%)-(5,%290)-(3..) 


Für alle k mit N(k) + 0 gilt daher infolge $ 1, (1) 
wach) = wa(S)- wa. 
Jetzt ist, wenn man 


M - Ra, + m" 9a, +a)—m 


(7M) -(3. 20, + a)—m) (3 m) 


und (wegen R =1(d),m =a, +.a,(K) und d|K) 
(d, M) = (d, R(a, + a) — m) = (d, (a, + a,)— m) =d. 
Daher wird bei dieser Wahl von M 


setzt, 


d 
wi) = zin(,)- 2, u0) = riW), 
letzteres nach Landau ([10], Satz 40). Dual ie 


> rlrere-m)_ (4) - od): 
ıaisk "\d 
(U k) = r 
Sy m)= ZW.Z)PW-=zZr(d) ZW.) = Zr(d) Sy, (m) 
sy: a|K r dl x 
(4 K)- 1 Be 
(h, K)=1 


(d)-C,=C, K2C,>0 


Us 


F 
nach $ 1, Hilfssatz 4, wegen d < K < jr und nach Landau ([10], Satz 39). 
(h) Es sei für |w| <1 
Gy; (e) = & (m + 1) Sy; (m) wm. 


m=0 


Das konvergiert für |w| <1 wegen 
p°(d) 1 


1 
Ss; (m< 2 ok)= < 2 8 
4 syr 9 Jon ksyr p (k) sy? pık) vr 


‚K)=1 i (4,4) =ı 


(beachte (g. 1); also (3) = 2 und p(d) Sd<SK<I). 











Da ı 


im I 


und ı 


mit 4 


$4.3 


Boge: 
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(i) Es ist mit r = e-"" 


2r 
zZ (PK) rim) — (m +1) Sy: (m)? < [IH (re®) —Gy; (re®) 1? dx = J(n). 
ne" A,n<msn v0 
J(n) hängt vermittels r und /'r vonnab. A und X werden nicht in die Bezeichnung 
aufgenommen, da sie fest sind; a, und a, nicht, da J(n) später unabhängig von diesen 
abgeschätzt werden kann. 


Die Richtigkeit von (i) ist wie folgt einzusehen: Es ist wegen e"? se ?"'* für 
mz<n: 
2ne? 5 (gK) vim)— (m +1): Sys (m))® 
nlog- Aınsmsn 
s2n P> (9*(K)  » (m) — (m + 1): Sy; (m))?- r?” 


nlog Aınsmsn 
<2” 2 (PK): vlm) — (m +1) Sy; (m) rer. 


Da nun nach (d) und (h) für |w| <1 


H(w) — Gy (w)= Z (P%(K)- v(m)—(m +1): Sy; (m))- wr 


m=0 


ist, so ist mit w = rei“ nach Landau ([10], Satz 223) 


© + 2n 
2n & (p*(K) v(m)— (m +1) Sy; (m))? r® = [ = [| Hfre®) —Gy; (re®) |? do, 
m=0 . _n 0 
und es folgt die Behauptung (i). 
Das Resultat (i) ist der Ansatzpunkt für den späteren Beweis des in der Einleitung 
angekündigten Satzes (2’). Das Integral J(n) wird im nächsten Paragraphen abgeschätzt; 
das Endergebnis folgt dann leicht im letzten Paragraphen. 


$3. Abschätzung des Integrales J(r). 


(a) Es seien K, a,, a,, A, A,, A,,n, z und r definiert wie früher ($ 2 (a), (b), (f), (i)). 
(b) Es seien F(w, a), H(w), Gy; (w) definiert wie früher ($ 2 (c), (h)). 
(e) Es sei €, der Kreis w=re«; 0 <sa<2n und €, der Fareybogen 


w= rei®; &y ZS%& <&yog, der bei der Fareyzerschneidung der Ordnung r den Punkt 


ni 


me .isisıiseähei 
im Inneren enthält. 


Bekanntlich sind ! und k dann eindeutig durch o bestimmt. ze und ze sind untere 


und obere Mediante von x i 


(d) (Großer Hilfssatz) Für we@,, (d.h. 1 <a = %g) gilt: 
F(w, a,) — yılw, a) <nlog““n 
: u(k' si 1 

mit Y(w, a,) = N (k) e(7) . o* Yy° D,(w) und D,(w) == 1—wo' . 

Dies folgt aus [11], Satz 7, wenn man dort speziell M = n setzt (vgl. hierzu [11], 
$4.3 (N). 

Zur beabsichtigten Anwendung von (d) wird der Integrationsweg €, von J(n) in 
Bogen €,, zerlegt, und auf jedem Bogen €@,, der Integrand geeignet umgeformt. 


16* 
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(e) Haben d,Q, R und N die in $ 2 (e) festgelegte Bedeutung, so ist auf E,,: 
2 k e 
Ha) — Gy; (= N) (7) e""" Die) Gy; (m) 
+ yvolw, a.) : {F (w, a;) TER y(w, 4,)} + {F(w, a,) 75 y(w, a,)} s F(w, a;) 
= (US (w) — Gy; (w)) + US’ (w) + U” (w), 
wo die US? zeilenweise durch die vorstehende Gleichung definiert sind. Denn es ist nach 
Definition von y,(w, a,) und wegen N?(k) = N(k) 


yolı, 0,)- yalıw, a) = N(k) 5 (2). Rate). GL) = ULO (m). 


d 
(f) Es ist 


J(n) = fi H (re) — Gy; (re) |? da < 
0 


“02 %02 %02 
< ES 1 U (rem) —Gyz (rer) de + 2 | | U (rem) ed +2 [ | UP (reis) |? da 


ee @ %oı e &or 
nach (e) und wegen |a+5b+cj?<3(ja|®?+|b5|?+|e|?). 
Die Posten rechts ın (f) werden nun einzeln abgeschätzt. 
(g) Es ist 


x%02 
zZ [ | U? (re®) ? da <n®log'n; 
%o] 
denn nach (d) und wegen | „| <s1, Je|=1 ist auf &,.: 


N(k 
| US"? (w) ?=|y,(w, a,) |?- | F(w, a,) — yo(w, a,) |? <n?log”in- au... | CL; (w) 1; 
.[ 


%02 02 
Z [| US" (re) |? da < n?log”’'n- 8 —- [ | (rei) da 


® ag %o1 


k 
<n®log”in- Pa < n®log' "in <n®log““n, 
ei 
wobei noch [11], $ 4.3 (h), (k. 1) verwendet wurde. 

(h) Es ist 

02 . 
zZ [ | UP? (re®) |? da < n®login. 


@ &gı 
Denn nach (d) ist auf E,.: 
| U? (w) ? = |F(w, a,) — y,(w, a,) |? | F(w, a,) |? < n? log"*’n- | F(w, a,) ?; 
%2 %02 
zZ f | US?’ (re®) |? da <n?log“”'n- 5 [ | F(re“, a,) |? dx 
@ &o e ag 


2n 
= n?log””'n- [ | F(re®, a,) |? da < n® log? "*'n < n®log”“n, 
0 


wobei noch [11], $4.3 (i) benutzt wurde. 
Zur späteren Anwendung sei noch gleich vorausgeschickt, daß nach der Schwarz- 
schen Ungleichung für endliche Summen gilt: 
(i) Es ist 
251° s(z1: 18,1)? s(z1 (21519). 
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(j) Es ist 
%92 
3 [ | UX”?(re®) — Gy; (re) |? dx < n® log” 'n. 


@ %oı 
Denn es ist zunächst wegen 
1 ir 


dä = Z m+D wei"; ed =e 


m=0 
und wegen der absoluten Konvergenz für |w| <1, wenn 


®, (w) = 


a 
(j. 1) o’ in z alle o’ =e FA<t<k<s Vr; U,X)=1 


durchläuft: 
G k' R(a,+a 2 
zn la) er 


. ” ’ P k' ' R(a,+a)-m 2. 
=, (m + u" ZN@) (7) e EN a (m +1) w" S,,, (m) =Gy, (w) . 


m=0 0’ Mm=0 


Daher ist, im Verein mit der Definition von UX”(w), auf &,.: 
_ Auen . “(£)- ei re FR 9, fallsksyr 
U -ENK Er) e Pe) usw), falls k> yr 
‚falls k< jr 


<z|®,(w)|+ UV’ (w) |, falls k> jr 


e+0 


2 
(beachte |N| s1; Ei <s1;je'|=141). Es ist also auf E,.: 


Eye) — U (w) < (z 102, (0) | 


(E27 


‚+P ‚falls ksyr 
|U£® («)|?, falls k> yr 


0 falls k s yr 
4 ’ = 
()- 2) < 'z | D, (w)| + N ui% (w)|?, falls k> Vr 


wobei (i) angewendet und noch beachtet wurde: 
zıiszi= 2 zZ 1= zZ plk)sytyr=t. 


(- 3) e+E eo’ K< Vr Kl e<syr 
*02 
In den folgenden Punkten (k) und (l) wird gezeigt, daß 5 | ++ da über jeden der 
@ &oı a 
beiden Terme rechts in (j. 2) ein O(n®? log "“n) ist. Damit wird dann (j) bewiesen sein. 
(k) Es ist 
%02 
E [  31d, (re) |da <n®log”*n. 
ea “re 
Um die Aussage (k) zu beweisen, ist es bequem, zu jedem o die o’ statt durch (j. 1) 
folgendermaßen zu bezeichnen: 


(k. 4) 0‘ durchläuft in & alle e — e’*'# mit 


N 
ısk syn; kl,—;)si <k() +5): (W,k)=1. 


(Das besagt dasselbe wie (j. 1); denn es ist offenbar gleichgültig, welches reduzierte Rest- 


system /’ (mod %’) durchläuft.) Nach (k. 1) ist dann 
ı ri 1 II _ FI_IW—M| 
E elS3’ir #K| u =S 
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letzteres, da 0’ + o; FW. u E + 0 ist. Setzt man 


k 
l 


k ’ 
so ist daher nach [11], $3.2 (g) für w € €,, (und genügend großes n) 
Bo Er; an /1 1 Ch 
wn #1-2)+0]2215-2|-1012 7-2) 


von e”'/* weniger weit entfernt als von 1; 


9 = arc wo! =a — 2n 


Nun ist jeder Punkt des Kreises | z | = e''* 
also ist für we &,.: 
r 
(k.3)) MW = 11er) > 1—ele-2$)]|- er; 
> j1—e Il -% + je-i, 
1 


Jetzt ist wegen der Barmen von ae £ für || < 2: 
1 


Sn i s 


Aus 
sn | A; 2r 3 
IT 
e-h+elsali-gltesm ieh 
(siehe [11], $3. 2 (g)) folgt deshalb in RN mit (k. 3) und (k. 2) für we €, 
1 1 


(+ #-7)+°| 


=, +0W< 1 


(beachte 1 <z s 


<k: yr <rth 





’ 


also. nach (j. 3) 
rt 3 |d,Ww)|<r zi<t; 
0 +0 fe 
%02 
EZ [tz |d, (rer) |daa< ty | da nr <n®log in, 
@ %oı e+e @ %pı 
wie unter (k) behauptet. 
(1) Es ist 
2 f | US? (reis) |? dx < n® log !n. 


e %01 
Yr <kst 


Denn wegen | u| <s1, Jo| =1 ist 


U (w)? <N(k) Id, (w)| , 


-ü 


und daher wird nach [11]; $4.3 (h) 
%02 
z f I US (rew) |? da< 5 N(k)- fä |O!rew)|da<n® 5 N(k)— 
Vr BR %o1 Yr Di p h), fies: (E 


== u? P: N (k) e zz i1=n° j B- N (k) - vl) _ “ .<&n "Z 50) 
Vr<ist va) Vr<istı Y* (2 Vr ? >yr P 

E - ' k\ k 

denn für alle k mit N(k) + 0 (also N(k) = 1) gilt ()-%5 

(k) #0 (also N(k) = 1) gi eg) via 

ist p(d) <d<sK<1. Nach Landau (t1o], Satz 245 mit e= 5) gilt schließlich: 


nach $2, (g. 1) und es 





womi 


zu K 


sind 
darst 


posit 
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[> 


1 dk 2 . 
> Mer A ne rem kr =lbg tn <Iogin, 
k>yr o (k) k>yr J k’: [) t] la 


womit (l), also nach (k) und (j. 2) auch (j) bewiesen ist. 


S 4. Endresultate. 


Satz 1. Sei K eine beliebig aber fest vorgegebene ganze Zahl. Seien a, und a, beliebig 
zu K teilerfremd. Dann gilt: 
Fast alle geraden positiven Zahlen m mit 
(1) m= a, + a, (mod K) 
sind in der Form 
2) m=pı+ Ps; Pp,=a,(mod K); p, ungerade Primzahl (y = 1,2) 
darstellbar. 
Genauer: Bezeichnet B(x) für <> 0 die Anzahl der Ausnahmezahlen < x (d. h. der 
positiven geraden m < x, die zwar (1) genügen, aber keine Darstellung (2) besitzen), so ist 
B(x) 
a 
Beweis. Für die B(n) — B(n log * n) Ausnahmezahlen m mit nloeg *:n <m<n 
ist »(m) = 0, also 
(9*(K) »(m) — (m + 1) Sy; (m))? = (m + 1)? Sy, (m) Z m®- C} > C}- n? log ”*n 
nach $ 2, (g). Daher ist 
(B(n) — B(n log“: n)): Ci‘ n?log 'n 
< 2 (p*(K) v(m) — (m +1) Sy, (m)? 


nlog- An <msn 


< log“ x; A,> 0 beliebig aber fest. 


m Ausnahmezahl 


<s 2 (g9°(K) v(m) — (m + 1) Sy; (m))? < n® log" n, 


nlog” Arn<msn 


letzteres nach $ 2 (i) und $ 3 (f) (g), (h), (j). Also: 


B(n) — B(n log" n) < n®?log" n . 


j C?.n? log-2#: 
B(n) = B(n log“ *: n) + O(n log“ n) < n log“ n 
wegen —A +24, = — A, und B(z) <a. 


zen log *: n; 


- und genügend großes n bewiesen. A fortiori. 


gilt sie für beliebiges A, > 0 und beliebiges x > 0 statt n. 
Zum Abschluß sei noch gezeigt, daß aus dem eben bewiesenen Satz 1 folgt: 


Satz 2. Sei KZ1 eine beliebig aber fest gegebene ganze Zahl. Sei Z = 3 beliebig und 
seien Ay, .. .,a, beliebig zu K teilerfremd. 
Dann ist jede genügend große natürliche Zahl n(Z n,(Z)) mit 


Die Behauptung ist damit für A, > 


2 
(3) n = Z(mod 2); n = Sa, (mod K) 
y=-1 


in der Form 


Z 
(4) n=$p,; P,= a,(mod K); p, ungerade Primzahl 
y=l 


darstellbar. 
Beweis. Aus dem Primzahlsatz für arithmetische Progressionen folgt 
1 n 


ae _—— ü >. ze 1 == 
(5) SIE iss fürn Zn, =C;; (a,K) =1. 
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(Man denke sich n, gleich so groß, daß (5) gleichmäßig für alle die 9 (K) möglichen a-Werte 
gilt. Dann hängt n, nur von Ä ab, ist also konstant in unserem Sinne, d. h. wirklich = C,), 
Aus (5) folgt 

(6) 2%.) Z3 fürn >Cl,. 
Bezeichnet p, die kleinste ungerade Primzahl =: a,(mod K), so ist also nach (6): 


= (Z—3): (0, =di(Z), falls Z>24 
Ep; ( ) (43 =diZ) 


v-4 
wo = 0 = d(3) ‚fall Z=3. 
Ist nun der Satz2 für Z=3 bewiesen, so auch für Z> 3; denn für jedes 
n' =n,(3) + d(Z) = n,(Z), das (3) erfüllt, erfüllt 


Z 
He ZP, uch. 
y= 
die Bedingungen (3) (mit Z = 3) und n > n,(3). 
Der Spezialfall Z= 3 des Satzes 2 ergibt sich nun folgendermaßen aus Satz 1: 
Es sei n > max(C,, C,), es erfülle n die Bedingung (3) (mit Z = 3), aber es besitze n 
keine Darstellung (4) (mit Z = 3). Dann ist offenbar jede der mindestens n, „(n) — 2 
Zahlen 
m=n— ps; mit pP <n; P3= a,(mod K); p, ungerade Primzahl 


Bewe 
eine Ausnahmezahl im Sinne von Satz 1, d.h. es ist 


der a 
1 N 

Y(K) log abge: 
(wobei (5) und (6) berücksichtigt wurden). Nach Satz 1 ist aber (mit A, = 2) den } 

B(n) <C,' nlog®n. und 
geom 
u; iR <Cy nlog?n; logn <6g(K)- C,=C,; Se" =n,ß), er 
womit Satz 2 im Falle Z=3, also nach dem anfangs Gezeigten auch allgemein be- die 
wiesen ist. metı 


(7) Bü) 27,0) 224,0), 


Das besagt mit (7): 
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Über die Transformationen der Hauptgruppe in der nicht- 


euklidischen Geometrie und die komplexe Trigonometrie. 


Dem Andenken an Geh.-Rat Professor Dr. Friedrich Schilling, 1868—1950, 
gewidmet. 


Von Kuno Fladt in Calw (Württ. Schwarzwald). 


Einleitung. 


Die vorliegende Abhandlung ist zwei Problemen gewidmet: der Bestimmung der 
Bewegungen und Umlegungen in der nichteuklidischen Geometrie und der Begründung 
der allgemeinen Trigonometrie im nichteuklidischen Raume. 

Die ersten Erforscher der nichteuklidischen Geometrie, also — von den Vorläufern 
abgesehen — Gauß, Bolyai und Lobatschefsky sind elementargeometrisch, d.h. um in 
den heutigen Begriffen zu sprechen, auf Grund der Hilbertschen Axiome der euklidischen 
und nichteuklidischen Geometrie!) vorgegangen, rechnerisch dabei nur, indem sie au! 
geometrischem Wege die Grundgleichungen der Trigonometrie gewannen (und damit 
zugleich die Widerspruchslosigkeit der nichteuklidischen Geometrie — beschränkt auf 
die hyperbolische — bewiesen). Die späteren Forscher, allen voran Felix Klein, machten 
die grundlegende Entdeckung, daß das ganze Lehrgebäude der nichteuklidischen Geo- 
metrie mit einem Schlag durchsichtig wird, wenn man sie in die projektive Geometrie 
einordnet. Auf diesem Wege sind die räumlichen Bewegungen und Umlegungen überhaupt 
erstmals gewonnen worden. 

Solange man aber der euklidischen und nichteuklidischen Geometrie ein Eigenrecht 
zuerkennt und sie im wesentlichen durch die Kongruenzaxiome und ein Parallelenaxiom 
kennzeichnet, wird man auch verlangen, sie ohne Benützung spezifisch projektiver- 
Begriffsbildungen aufzubauen. Es bleibt dann noch die Frage nach der Methode. Das 
Ideal wäre die rein geometrische, synthetische. Für die ebene Geometrie sind dazu Ansätze 
vorhanden?), für die Raumgeometrie ist diese Methode noch nicht durchgeführt, vielleicht 
auch deswegen, weil der rein geometrische Beweis der Vollständigkeit immer sehr schwierig 
ist. So bleibt die rechnerische Methode, aber eine solche, die sich möglichst an die Geo- 
metrie anlehnt und in ihren Ergebnissen zu dieser zurückführt. Felix Klein hat erkannt, 
daß in der euklidischen Geometrie die Quaternionen das geschmeidigste Rechenhilfsmittel 
sind. W. Clifford, A. Buchheim und E. Kosiol (s. u.) haben gezeigt, daß in der nicht- 
euklidischen Geometrie Biquaternionen an deren Stelle treten müssen. Im folgenden wird 
die Theorie auf diesem Wege vollständig durchgeführt. 

Als Hauptergebnis der Arbeit möchte ich aber bezeichnen, daß es auf dem nämlichen 
Wege überraschend einfach gelingt, auch die Trigonometrie zu gewinnen, und zwar sogleich 


!) D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, 7. Auflage, Leipzig 1930. 
2) H. Liebmann, Die Bewegungen in der hyperbolischen Geometrie, Math. Ann. 85, 1922. 
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in ihrer allgemeinsten Form, im Raum und für komplexe Argumente. Fr. Schilling (s. u.) 
hat nämlich als erster gezeigt, daß drei windschiefe Geraden des nichteuklidischen Raumes 
zusammen mit den Geraden ihrer kürzesten Abstände ein sechsrechtwinkliges Sechseck 
“ bestimmen, in dem jede der 6 Geraden einen Winkel g und einen Abstand o zwischen 
ihren beiden Nachbargeraden hervorruft. x und o setzen sich zusammen zu einer kom- 
plexen Größe y + Yko und zwischen den 6 komplexen Größen der 6 Geraden bestehen 
die Gleichungen der komplexen Trigonometrie, die alle ‚„‚Trigonometrien‘“ — z.B. die 
ebene und die sphärische als Spezialfälle — umfaßt. 


Um die Rechenarten so kurz und elegant wie möglich und so zu gestalten, daß sie 
gleicherweise für die elliptische wie für die hyperbolische Geometrie gelten, ist es zweck- 
mäßig, auch die Kreis- und die Hyperbelfunktionen zu einer Kategorie zusammenzufassen, 
die wir mangels eines besseren Namens Kegelschnittsfunktionen nennen. Das geschieht in 
$1; $2 ist den ebenen, $ 3 den räumlichen Bewegungen und Umlegungen, $ 4 der Tri- 
gonometrie gewidmet. 

Wir schließen diese Einleitung mit einigen genaueren Literaturangaben. 

Die Bewegungen und Umlegungen der nichteuklidischen Geometrie als automorphe 
Kollineationen eines Kegelschnitts bzw. einer Fläche 2. Ordnung, sind in ihrer allgemeinen 
Gestalt — aber ohne explizite Formeln — wohl erstmals bei Clebsch-Lindemann, Vor- 
lesungen über Geometrie I, 1876, S. 130ff., und II,, 1891, S. 356 ff., zu finden, in spezieller 
Gestalt in Felix Kleins berühmten Vorlesungen über nichteuklidische Geometrie, Ausgabe 
von 1928, S. 98fl., die ebenen Bewegungen in Gestalt sehr schöner allgemeiner Formeln 
bei H. Beck, Koordinatengeometrie, Berlin 1921, S. 278ff., und in der Abhandlung von 
K. Kommerell über die automorphen Kollineationen einer Kurve 2. Ordnung, erschienen 
im Jahresbericht der DMV 52, 1942, S. 28 (kursiv). 

Die Trigonometrie der nichteuklidischen Ebene findet sich im Anschluß an die 
Autokollineationen eines Kegelschnitts bei H. Beck, a. a. O. S. 300ff. Fr. Schilling (1868 
bis 1950) machte bei seinen grundlegenden Untersuchungen über die Schwarzsche 
s-Funktion (ausführlich in Mathematische Annalen 44, 1894, S.1ff., kürzer bereits in 
39, 1891, S. 598 ff.) die Entdeckung, daß sich die Formeln der sphärischen Trigonometrie 
auch für komplexe Werte der Argumente sehr einfach geometrisch deuten lassen. Felix 
Klein hat diese Deutung in seinen Vorlesungen über die hypergeometrische Funktion, 
neue Ausgabe, Berlin 1933, S. 36 ff., aus der Invariantentheorie der binären quadratischen 
Formen erschlossen. Fr. Schilling hat sie sodann im 2. Band seiner Bewegungstheorie im 
nichteuklidischen hyperbolischen Raum, München 1948, S. 235ff., wieder auf rein pro- 
jektivem Wege hergeleitet. 

Im folgenden ergibt sich die ‚‚komplexe‘‘ Trigonometrie unmittelbar aus der Theorie 
der Bewegungen auf einem überraschend kurzen Wege. 


$1. Vorbemerkungen. 


l. Es ist äußerst zweckmäßig, zunächst die Kreisfunktionen cos y, sin p, tg Y, 
cetg x und die Hyperbelfunktionen ch y, sh g, th y, cth g auch in der Schreibweise zu 
einer einzigen Funktionsgattung zusammenzufassen. Beide Funktionen lassen sich als 
Flächenfunktionen des Sektors 29 im Einheitskreis x? + y? = 1 bzw. der Einheitshyperbel 


x? — y? —=1 auffassen. Nimmt man statt der Einheit beim Kreis die Strecke R = 7 


nn ‚k<0, so treten an Stelle der beiden 


k>0, bei der Hyperbel die Strecke A = 
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ersten Funktionen die Funktionen cos usw. oder cos Ag, sin) ky, chY—Aky, 
sh] —kgp oder auch cos key, sin \kep, ch key, sh Ykey, wo bei den Kreisfunk- 
tinen k>0, e= +1, bei den Hyperbelfunktionen k <0, e= —-1 ist. Jetzt können 


wir für beide Funktionsarten dieselbe Bezeichnung C,Vkey, S,] key gebrauchen, wo 
| key als Argument (nicht als Faktor) zu verstehen ist und der Index e darauf hinweist, 
daß zwischen ihnen die Gleichung 

(0) C!Vkep + eS:\key =A 
besteht. Die späteren Anwendungen, insbes. die Möglichkeit, zur Grenze k - 0 übergehen 
zu können, erheischen aber noch eine Umbildung. Statt C,| key, $, Vkey führen wir 
die Funktionen 


C,pg=C,|kep und S,y = 2 S,| keq 


Vke 
ein, die nun die Gleichung 
(00) Gy+ksy 1 
erfüllen, k > 0 bei den Kreis-, k <0 bei den Hyperbelfunktionen. Statt C;g und Sy 


schreiben wir endlich einfach C'» und Sy und definieren noch die Funktionen Ty = zn 
4 


und City = . Damit hat man nun endlich folgende Definition der Kegelschnitts- 





Top 
funktionen?) 
[Cy =Cip=C, Vkep = cosYkp =ch\—kp, 
Sg Ay ‚= Sr V key == sin] kg = sh V—k4 1 
(1) se FR Fe 
Tu = Tı 4 == T.ykey = tgl kg = thy- in , 
V ke yk V—k 
|Ctp = Chy =Vke CiYkep =\ketgYkp =Y—kethY—ky, 
wobei stets ke > 1, also entweder k>0, e=+ 1 oder k<(, e —1 ist. 


Wir vermerken das kleinste System der allerwichtigsten goniometrischen Formeln: 


(2) C2y u kS? u = 1, 1 E= kT: 4 = r k + Ci2gq 


1 
[ q Re $? Y . 
(3) C2y = Ce — kp = 2C!y —1=1— 2% Sy, S2p =2SpCy, 
(4) Cl +y) =CoCyFkSpSy, S(p ty) =SpCy +Ceo Sy, 


(5) Cy 4 Y—kSg — etV Bm 


R dlg a. R dSq " d Tg er 1 dlty \ | 
(6) dg kSyp, de eu C v ’ dg _ C?y b) dgy 2, 2 S24 
Ferner ist 
| N . sin] Ag FE , / 
limSsy =glim , = 9, lim lg = lim eos\Ykp 1, 
k 0 k—0 Vky k—0 k>0 
(7) i : sin? | k s 
. P ( . > o 
lım 2 ’ = Jim 4 8% 2. — p? lim = g 
k—0 k k—0 a ‚r P\ 
(vr 3) 





3) Vgl. K. Fladt, Die Kreis- und Hyperbelfunktionen als Flächenfunktionen, Zeitschr. f. math. u. nat. U. 68, 
1337, 8.116 u. 174. 
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Damit läßt sich z. B. ein einwandfreier Grenzübergang von der sphärischen zur 
ebenen euklidischen Trigonometrie bewerkstelligen. Aus dem sphärischen Sinus- und 
Cosinussatz in der Form 


sin Yka: sin | kb: sin / ke = sin «: sin P: sin y 
und 
cos ka — cos / kb eos | ke + sin Vkb sin Vke COS & 
wird nämlich 


sinyka ,, sinykb, , sinyke ' 
a V :b- / 6% = sın «:sın A: sın y 


Vka Vkb Vke 
und 
2(1-—-cosYka) 21 —cosykb) 2(1 — cos] ke) 
+ 
k k k 
Ik: 1 — cos Ykb ‚I—ecosyke Ihe sin ) kb sin ke BEE 
k k Vkb Vke 


und daraus für lim k —0 
a:b:c=sin«:sin:siny und a? = b? + ec? — 2he cos «x. 
2. Wir gebrauchen nun projektive Koordinaten und zwar in der Ebene Punkt- 
koordinaten x, | x; |x3 und Geradenkoordinaten X, | X; | X,, im Raume Punktkoordinaten 
2, |2,|x,|x, und Ebenenkoordinaten X,|X,|X,|X,. Wir setzen weiter als bekannt 


voraus, daß die nichteuklidische Geometrie (NEG) der Ebene durch den absoluten Kegel- 
schnitt (AK) mit der Ordnungsgleichung 





(8) z|lae=klai+n)+n=0 
der Klassengleichung 
(9) XX=-X+X +kX= 
und mit den entsprechenden Polargleichungen (Polare und Pol) 
(10) z\y=klzıyı + XaYye) + %3Y; — 0 
und 
(11) XY=X,), +XY, +kk,), = 0 


beherrscht wird, die NEG des Raumes dagegen durch die absolute Fläche 2. Grades (AF) 
mit der Ordnungsgleichung 

(12) zla=- ki +++ =0, 
der Klassengleichung 


(13) XXX HN ++ =0 





und den entsprechend zu bildenden Polargleichungen (Polarebene und Pol). 


Für k> 0 hat man die elliptische oder auch die sphärische Geometrie*®), für k < 0 
die hyperbolische Geometrie, für k —0 zerfallen beide in die euklidische Geometrie. 


Die Hauptgruppe wird gebildet von denjenigen linearen Punkttransformationen, 


für welche die Form x | x relative Invariante ist, d.h. bis auf einen konstanten Faktor 


in sich übergeht. Es wird sich he, ausstellen, daß sie in der NEG nur die Bewegungen und 
Umlegungen umfaßt, es also in ihr keine Streckungen gibt. 





*) Auf die Erörterung ihres Unterschiedes können wir in diesem Aufsatz nicht eingehen. 
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$ 2. Die ebene Geometrie. 


3. Verschärft man für den Augenblick die Bedingung der Invarianz, und verlangt 
daß x | x absolute Invariante sei: 

(1) zjz2=xzl|z, 
dann ist für k = e = + 1 die Lösung in einem früheren Aufsatz ) schon angegeben. Wir 
entnehmen daraus nämlich den 

Satz 1. Die Bewegungen und Umlegungen der elliptischen Geometrie der Ebene sind 
in abstracto identisch mit denjenigen Bewegungen und Umlegungen des euklidischen Raumes, 
die einen Punkt festlassen, oder auch mit den Bewegungen und Umlegungen auf der Kugel 
des euklidischen Raumes. 

Wir wollen das Problem indes für beliebiges k lösen. Dazu braucht man — und das 


ist ein Glücksfall — nur etwas allgemeinere, nichteuklidische Quaternionen einzuführen, 
deren Einheiten die Multiplikationstafel 


eo — 1 eı 


(2) e, —k 
es — ke; 





03 e3 


erfüllen. Man überzeugt sich leicht, daß es Quaternionen sind, d. h. alle Rechnungsgesetze 
mit der einen Ausnahme des kommutativen Gesetzes der Multiplikation erfüllt sind. Nur 
sind im Fall k <0 Teiler der Null, d.h. solehe Quaternionen zu vermeiden, für die 
N —=0 ist. 


Das Produkt ce = ab der beiden Quaternionen a und 5 hat dann die Koordinaten 


(3) 


123 Zn Gods + Abo — ab, 
(, = Aobz + Azbo + kab,, 


wo zur Abkürzung 


nn mn ns 
(4) Aybz = Aybg — ab,, As3b, ne A, ba = ab,, a,b, za Ab, — abz Pr 
gesetzt ist, welche drei geraden Koordinaten wir in dem Symbol ab zusammenfassen. 


Die Lösung ist nun wörtlich dieselbe wie die für k = + 1 und lautet 

(5) x = ara für die Bewegungen, 

(6) 2 = — ara! für die Umlegungen des euklidischen Raumes, die den Nullpunkt 
[estlassen, wenn das Entfernungsquadrat durch die Form 


(7) zla: ka +z2)+% 


gegeben ist ®). 


5, K. Fladt, Über die Transformationen der Hauptgruppe im euklidischen Raume, Math. phys. Sem. Berichte 2, 
1951; eine Abhandlung, deren Kenntnis hier vorausgesetzt und die als „1. Abh.“ zitiert wird. 

6) Deutet man für k< 0 x, als Zeit, x, und x, als Koordinaten der Ebene, so hat man in x, | x, | z, die „Welt“ 
der auf zwei riumliche Koordinaten beschränkten speziellen Relativitätstheorie und die Gleichungen (5) stellen die 
Lorentztransformation dar. 
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Der Drehwinkel bei der Drehung (5) ergibt sich nach Satz 1 der Nr. 6 der 1. Abh. aus 


etg? u 1 
4, 3 a3— ala 


oder cos 9 — = - 
ete? ® 14 
g 5 


et d Rache. 
"E yala  atala 

oder 
(8) cos d — 


Weiter ist 


a; — ala 
6} . 
a+tala 
Sar =—a|r und Sar = Sra=a|r. 

Aus x = axa! folgt aber ra = ar und Sra = Sax, also ist 

(9) alr=a|r. 

Nun setzen wir aus der nichteuklidischen Geometrie der Ebene noch als bekannt 
voraus die Formel 


(10) 


für die Entfernung o zweier Punkte a und x und die Formel 
2 (Ax) 
 yA|A yYe|x 
für den Abstand o des Punktes x von der Geraden A. 
Dann ist die Gleichung des Kreises um den Punkt a mit dem Radius o 
(12) (a|2® — Co-ala-a|r=0, 
woa|a>0,d.h. a im Fall k< Oein eigentlicher Punkt?), d.h. ein im Innern des AK x | x= 0 
gelegener Punkt ist. Durch unsere Transformation wird daraus wegen (9) und (1) einfach 


(11) So 


(|? — Cala-z|r=0, 


d.h. der Kreis (12) geht in sich über, und das gilt wegen der Homogenität in x, | x; |; 
auch, wenn x und .r projektive Koordinaten und x | x (und a | x) nicht mehr absolute, 
sondern bloß noch relative Invarianten sind, also an Stelle von (5) die Gleichung 


(13) 0x = axa-!®) 


tritt. Die Gleichung (13) stellt also auch in der nichteuklidischen Geometrie eine Drehung 
und zwar um den Punkt a, |a, |a, dar. Für projektive Koordinaten fällt dann weiter der 
Unterschied zwischen den Gleichungen (5) und (6) ganz weg. Gibt es also „nichteuklidische‘‘ 
Umlegungen, so müssen sie anderswo gesucht werden. Wir werden sie alsbald finden. 

4. Ist a|a < 0, so ist jedenfalls % <0_ und der Punkt a liegt außerhalb des AK. 
Dann führen wir die absolute Polare 


(14) A, = ka,, A, = ka,, a” Ag 
des Punktes a ein. Es wird dann 


(0) 


(00) 
?) Jetzt bezeichnet a also sowohl die Quaternion «, |, | a, | a, als den Punkt a, was bei einiger Vorsicht zu 


keinem Mißverständnis führt. 
$) Man könnte jetzt in (13) auch @ statt a-1 schreiben, tut es aber nicht. 
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Aus dem Kreis (12) wird die Abstandslinie 
(15) (Ad—SoA|A-2|r=0. 


Jeder Kreis ist also zugleich eine Abstandslinie zur absoluten Polaren seines Mittelpunkts. 
Aus (00) wird für k>0,e= +1 


cos Vko Bi sin | ko cos( ua | ka), d. h. 0 E= o=, V ‚ 


Für k <0,e = —-1 aber folgt 
ch) — ko = sh Y— ka = sh (5 — | — ka), d.h. oetoe=, en 

Ist also o reell, so ist o im Fall k < 0 imaginär und umgekehrt. Ehe wir diese Ergebnisse 
weiter verfolgen, erledigen wir noch den Fall a|a =0, wo a ein absoluter Punkt ist: 
dann ist die Entfernungskurve ein sogenannter Grenzkreis. Seine Gleichung ergibt sich 
aus der Gleichung des Kreises um a durch den Punkt b: 

(16) b|b-(a|x2) —(a|b-x|x—=0 
für ala=0. 

5. Einer Drehung um den Kreismittelpunkt a entsprach eine Schiebung (oder, wie 
H. Beck sagt, Gleitung) längs der Abstandslinie von A. Der Drehwinkel ®# folgte aus (8). 

Um die Schubstrecke zu ermitteln, läßt sich die Berechnung der Koordinaten von 
(13) bzw. (5) anscheinend nicht mehr vermeiden. Sie werden 

(a, +ala)r, = (a5 —ala)x, +2a|x-a, + 2a,(a,2; — az%,), 
(17) Sl +ajlaan, =(, —ala)a, +2a|x-a, + 2a,(a;r, — a,8,), 
(3 +ala) nr; = (m, — a|a) x, + 2a|x a, + 2a,kla,z, — a,2,). 

Durch Erweitern mit kx,, kx,, x, folgt daraus 

(0) (;+alaae|e = (, —ala):x|x + 2(a | 2). 
Liegen x und x auf der Schubachse (14), so ist (Ax) = a | x = O und damit erhält man aus (0) 

z|e _ aj—ala 
| adätala 

Andererseits folgt die Entfernung y zweier entsprechender Punkte x und x der 
Schubachse, d.h. die Schubstrecke, aus 
z|x ı|x _a—ala 


ER u m Zen m = cos 9. 
VYaz|ja Yyzlz le atala abe 


Cy 


‚e=+1 ist also cos /k = cos »%,y= vi ; für A<0, e=—1 aber 
Setzt man noch A, = a,, so kommt mittels (14) 
kA, —A|A 
kA; +A|A' 
Nun zerfallen für k < 0, d.h. in der hyperbolischen Geometrie, die Schiebungen in 
zwei Arten: 
I. die eigentlichen Schiebungen mit Na>0, d.h.kA, +A|A <O(k <O), 
2. die uneigentlichen Schiebungen mit Na <0, d.h.kAA+4A|A>0. 


e 
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A|A—kA; 
-AJA— kA} 
Die Verbindungsgerade g zweier entsprechender Punkte x und «x trifft also vermutlich 

die Schubachse a | x = 0 im 1. Fall in einem uneigentlichen, im 2. Fall in einem eigentlichen 
Punkt. In der Tat: Ein Punkt z der Verbindungsgeraden von x und r hat die Koordinaten 


Im 1. Fall ist C’y = 0, x reell, im 2. Fall Cy <0, y imaginär. 


Ps 


7 + )x oder wegen (17) kürzer z=ure +a|xz-a+a,'y, wo yı = ar, =&r, 
y = kar, (8.0. (4)). Er liegt auf der Achse, wenn a z2=(u+alaa|x=0, d.h. 


„=—ala ist. Daher ist s=—aljla-r+a|r-a+a,y, woraus mittels einer 
eleganten Rechnung vermöge der Identität 
(20) k {ar} + ar; + kar;}=a|a-x|x— (a | x)” 


sofort z|2 = {a|a:x|x— (a |x)?} Na folgt. Nun ist aber im Falle einer Schiebung 
a|a <0, also hat z |z das entgegengesetzte Zeichen von Na, q. e.d. 

Die Punkte x und .r befinden sich also im 1. Fall auf derselben, im 2. Fall auf ver- 
schiedenen Seiten der Schubachse (Az) = 0. Insbesondere erhält man für A, = 0, d.h. 
4, = 0, eine besondere uneigentliche Schiebung, die Umwendung um (Ar) = 0 mit den 
Gleichungen 


(21) oe =A|A- 2x —2A|x-A*, wo Ak = A, Af=A,, At = kA; ist, 
die der Spiegelung a, — (0 an a mit den Gleichungen 
(22) oc=ala-r—2alr-a 


entspricht. Der Leser beweise selbst, daß jede uneigentliche Schiebung aus einer eigentlichen 
Schiebung und der Umwendung um A zusammensetzbar ist. Da für Na <O auch a|a < 0 
sein muß, so ist jede Transformation, für die Na < 0 ist, eine uneigentliche Schiebung. In 
diesen haben wir die gesuchten Umlegungen der hyperbolischen Geometrie gefunden. 

Die Transformationen, für die Na > 0 ist, sind dagegen die Bewegungen®) (Dre- 
hungen, Grenzdrehungen, eigentliche Schiebungen). 

In der elliptischen und sphärischen Geometrie besteht wegen k > 0,a|a > 0, Na > 0 
kein Unterschied zwischen Drehungen und Schiebungen: sie sind beide gleichzeitig reell. 
Trotzdem gibt es im geometrischen Sinn wieder Umlegungen, nämlich wieder die Um- 
wendungen (21) und die aus ihnen und den Drehungen und Schiebungen zusammen- 
gesetzten Transformationen, die wieder uneigentliche Schiebungen heißen mögen. 


6. Die Zusammensetzung zweier Bewegungen (13),etwa or = ara-! und ox = brb 
ergibt die Bewegung 
(23) or = abxz(ab)-!" = cxc-! mit ce = ab. 
Sie ist eine 
Drehung 
Grenzdrehung / , je nachdem ce |e < 0, 
Schiebung 


d.h.ala-b5+2a|b-abo+b|b-a, +aja-b|b—(a|b 0 ist. 


Die konstruktive Behandlung stimmt für k > 0 weithin mit derjenigen der eukli- 
dischen Geometrie überein, für k < 0 ist sie außerordentlich mannigfaltig und kann ohne 
genaueres Eingehen auf die hyperbolische Geometrie nicht gegeben werden. 


9) H. Beck hat in seinem Buch: Koordinatengeometrie I. Teil, Berlin 1919, gezeigt, daß die nichteuklidischen 
Umlegungen einen anderen Charakter haben als die euklidischen und will daher den Namen Umlegungen für sie ver- 
mieden wissen. Aus geometrischen Gründen können wir uns ihm nicht anschließen. 
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Endlich gehen für lim k —0 die nichteuklidischen Drehungen in euklidische, die 
nichteuklidischen Grenzdrehungen und Schiebungen in euklidische Schiebungen über, 
während die Geradenspiegelungen solche bleiben. 


S3. Die Geometrie des Raumes. 


7. Auch im Raum müssen wir die mit den Formeln (10) und (11) von Nr. 3 gleich- 
lautenden Formeln für die Entfernung o zweier Punkte a und x und den Abstand o 
eines Punktes x von einer Ebene A als bekannt voraussetzen, weiter aber die nähere 
Bekanntschaft mit den Plückerschen Linienkoordinaten einer Geraden. Sind x und y 
Punkte einer Geraden, so sind dies die sechs homogenen Koordinaten 


(1) [ei = LuYı — FıYa Ole = LuYa — Tayıs OLs = TıY3 — Isa, 
oLı = FaYya — I3Ya, La = IyYı — HıYa, O3 = LıYa — Tayı, 


kurz og = 2%, zwischen denen die Identität 


(2) Ke)suh+t kl + Kr = 0 
besteht. Die Bedingung, daß sich die Geraden r und 4 schneiden, lautet 
(3) (£9) = Kıdı + Ede + Lada + KıYı + Kol + Lada = 0, 


umfaßt also (2) als besonderen Fall. An die Seite der Formen z |z,2|y, X | X, A| Y 
von Nr.2 treten die Formen 


(4) ilesu+s+s+kit+n+n) 
und 

(5) £|y = EıYı + Lode + Ed + Alkıdı + Ede + Lada). 
Dann bestehen noch die Identitäten 

(6) klr=x|2.y|y—(&|y® 
und 

(7) k|y=ır|x-y|z2—ıl|y-«]|z, 


wo Tg = ıy,) = 7 ist. 

Für eigentliche Punkte ist x |x-y|y—(z|y)’ = 0, je nachdem k = 0 ist, für 
eigentliche Geraden also x |£>0. 

Um den Winkel zweier sich schneidender Geraden zu finden, bestimmen wir sie 
durch die Punkte x und y bzw. x und z. Die Punkte x, y, z bilden dann ein Dreieck 
mit den Seiten a,5b,c und den Winkeln x, ß,y, in dem nach dem Cosinussatz 
Ca=CbCc+ksSb Se cos a, also 


Ca—Cb Ce 
u © © 
gilt. Nun ist 
Ca £ 


_VulvVzlz' 
entsprechend Cb, Ce in zyklischer Vertauschung, so daß 
ka 1 ern „ulv als Wlar 
y|ly-z|z 
und entsprechend in zyklischer Vertauschung. Damit kommt 
RER. 2 = - inuke nnd 5ER 
Velz’y|y—(elw* Velz'2]2— (212) 


Journal für Mathematik. Bl. 192. Heft 3/4 
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und daher für den 4 der beiden Geraden r und y nach (6) und (7) 


:|Y 
(8) BO =, — 
"  yele Voly 
mit 


(9) £|2°9|9—(£|?>0 und (19) = 0. 

8. Leider geht die Behandlung der Bewegungen und Umlegungen im nichteuklidischen 
Raum nicht ganz so glatt vonstatten wie in der Ebene. Wir haben jetzt 4 Koordinaten, 
von denen wir die vierte x, vorübergehend mit x, bezeichnen wollen. Dann bedeuten 
x, |x, |xg |, zunächst reelle Koordinaten im vierdimensionalen Raum. Aus ihnen bauen 
wir die Quaternion 

(10) z=2r, + 216 + Late + 236, 
mit der Norm 

(11) z|le=Nıe=s ti +üit+t: 
auf. Diese enthält 4 + 6 = 10 wesentliche Konstanten, 4 vom Werte 1, 6 vom Werte 0; 
die allgemeine lineare Transformation x — x, die den Ursprung in Ruhe läßt, hat 4 - 4 = 16 


Konstanten, so daß 16— 10 =6 wesentliche Parameter für diejenigen Trans- 
formationen übrig bleiben müssen, die x | x invariant lassen: Dies bedeutet die Gleichung 


z|e=a2=x|re= er. Sind nun a und b zwei beliebige Quaternionen mit den Koordi- 
naten a, |a, |a, |a, und by |b, |b, |b,, so ist aa =ata=1 und bb — bb —1, 
Da xr ein Skalar ist, so ist 
ze = at — ai aat! =a- ara = axr- za = ar-biIb- za! — axb-I-bra-.. 
Setzt man nun 
(0) zit, 
wo i nach der Erfahrung in Nr.5 der 1. Abh. sogleich eine reine Zahl sein mag, so ist 


m 


= nt -brza-!. 
Aus (0) folgt aber 
” — —._ 
x —= Aaxb-! — Ab-!ra. 
Ferner ist 
.. b ar © A 1 = u Mas , 
ba. , bi Sn =,’ asor=4 ., bra ü 
Daher kommt 
Nb 
nis 
(00) 2 Na‘ 


Nun enthalten a und b insgesamt 8 wesentliche Konstanten und diese kommen in (() 
wegen (00) homogen vor, sind also 7 wesentlichen Konstanten gleichwertig. Daher kann 
zwischen a und b noch eine Gleichung angenommen werden. Sie sei Na = Nb, dann wird 
= +1 und man erhält als Lösung die Bewegungen des vierdimensionalen Raumes, 
die den Ursprung in Ruhe lassen: 


(12) x = axb-1, Na = Nb). 


10) Da die Transformationen x = — x im vierdimensionalen Raum wie im zweidimensionalen, d.h. in der 
Ebene, keine Umlegung, sondern eine Halbdrehung ist, so können wir uns auf das positive Zeichen beschränken. 
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Betrachtet man aber nicht x, | x, | x, | x; selbst, sondern nur ihre Verhältnisse als Koordi- 
naten, so stellen die Gleichungen 
(13) z = axb-!, Na = Nb") 


wegen Nz =x|2 =; +27 +25 + x; die Bewegungen des elliptischen (sphärischen) 
dreidimensionalen Raumes für den Fall k = + 1 dar. Die Umlegungen erhält man, indem 


man noch die Transformation or, = &y, 04, = — X, Olg = — 1, 045 = — 1, ein- 
schaltet, in der Form 
(14) ox =axb-!,Na=Nb. 


Ausdrücklich bemerken wir noch, daß a und b im Gegensatz zu x keine Punkte darstellen. 

9. Leider ist die Verallgemeinerung auf den hyperbolischen Raum oder allgemeiner 
für beliebiges k nicht so einfach zu machen wie in der Ebene, nämlich durch Hinzufügung 
der Konstanten k in die Multiplikationstafel der Quaternionen wie oben in Nr. 3. Denn, 
wie man es auch probieren mag, das assoziative Gesetz a(bce) = (ab)c bleibt unerfüllt 
und das kann man auch beweisen!?). Man kann aber mit William Kingdon Clifford 
(1845—79) den Begriff der Quaternionen erweitern zu dem der Biquaternionen. 

Wir setzena =p + nq9,b = p — ng, wo p und g beliebige Quaternionen sind und »] 
eine neue Einheit ist, deren Quadrat »;? entweder + k oder 0 oder — k ist. Die Bedingung 
Na = Nb liefert dann die andere 


(15) Po4o + Pıqı + P242 + P343 = Pogo + (pq) = 0. 


Man überzeugt sich leicht davon, daß auch die Biquaternionen alle Rechengesetze mit 
der einen Ausnahme des kommutativen Gesetzes der Multiplikation erfüllen. 
Wir setzen nun weiter mit A. Buchheim '!?) 


(16) z=%+ (te + 7262 + 736), 
womit 
(17) Nz=s2|a = + nl@ai +2 + 8) 








folgt. Je nachdem 7? = + k oder — k ist, hat man die elliptische oder die hyperbolische 
Geometrie, für 7? = 0 die parabolische oder euklidische (s. u. Nr. 20). Man beachte sorg- 
fältig: », ist eine hyperkomplexe Einheit, deren Quadrat entweder + k oder 0 oder — k 
ist: es ist nicht wertmäßig 7 = V+ k oder gar 0. Trotzdem werden wir der Einfachheit 
halber / k statt n schreiben und zwar deshalb, weil bei k in erster Linie an k <0O, d.h. 
an die hyperbolische Geometrie gedacht ist, die wir der Kürze halber bevorzugen, und 
weil in diesem Fall das Symbol Yk = Y—k-i, wo V—k eine reelle Zahl (!) und i die 
komplexe Einheit Y—1 ist, die Biquaternionengesetze erfüllt. Im Falle der elliptischen 
oder gar der euklidischen Geometrie dagegen wäre Vk mit den reellen Zahlen Vk oder 0 zu 
verwechseln, die Schreibweise /'k statt also doppelsinnig: hier muß wieder n geschrieben 
werden. Wir werden übrigens im folgenden statt „Biquaternionen‘‘ gewöhnlich nur 
(Juaternionen sagen, indem wir darunter solche mit komplexen Koordinaten verstehen. 

Schreibt man wieder die Fußnummer 4 statt 0 und führt die Hamiltonschen Ab- 
kürzungen 

(18) =, = Sr), 26 + 26 + 256 = Vz 

11) Auf die Theorie der Cliffordschen Parallelen und Flächen, die am einfachsten mittels der Gleichungen (13), 
d. h. mittels Quaternionen, nicht mittels Biquaternionen (s. u.) zu behandeln ist, gehen wir in diesem Aufsatz nicht ein. 

12) Siehe L. E. Diekson, Algebra und ihre Zahlentheorie, Zürich und Leipzig 1927, S. 43ff. 

13) 4. Buchheim, A memoir on biquaternions, Amer. J. of Math. 7, 1885, p. 293—326. Vgl. dazu auch die 
Enzyklopädie der math. Wiss., Bd. III, AB 11, Nr. 14. Buchheim wählt jedoch k = 1 und schreibt e statt . 

14) Daß wir den allgemeinen Sinus ebenfalls mit $ bezeichnen, kann zu keinen Mißverständnis führen. 
18* 
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ein, so hat man für die Bewegungen bzw. Umlegungen des nichteuklidischen (in erster Linie 
also hyperbolischen) Raumes die Gleichungen für die Punkte x 

(19) o(Sr + YkVr) = (p + Vka) (Sx + VkVz) (p — V kq)-" 
bzw. 

(20)  e(Sz+VkVa) = (p + Vhg) (Sc—VkVa) (p—Vhg), 
wobei (15) gilt und überdies N(p + Vkg) #0 ist. Bei k <O kann nämlich x |x -=0 
werden, ohne daß die reellen Größen x, | x, | x; | x, selbst Null sind, d. h. die Quaternionen 
können dann Nullteiler besitzen; sie hat man zu vermeiden, d.h. es ist N(p + V kg) ==0 
vorauszusetzen. 


Ausdrücklich zu bemerken ist wieder, daß die Größen p und g im Gegensatz zu x 
keine Punkte sind. Man sollte sie daher eigentlich anders bezeichnen, tut es aber nicht. 


Wir behaupten nun weiter, daß 
(1)  o(VX + VRSX) = (p+Vkg)(VX + VkSX)(p— Vhg)-" 


bzw. 

(2) (X +VRSX) =(p+Vkg)(VX—VkSX)(p—Vhg)-, 
wo (15) gilt und N(p + V kg) +0 ist, die Bewegungs- bzw. Umlegungsgleichungen für 
die Ebene X sind. 


Beweis. Das ist richtig, wenn o (xX) = (xX) eine relative Invariante ist: («X) - 0 
ist ja die Inzidenzbezeichnurg für Punkt und Ebene. Nun isi 


(*) 0 (Sz +Yk Vz) (VX—VkSX) 
= (p + Vhg) (Sr + Vk Va) (p— Vhg) - (p— Vhg)*'-(VX—VkSX)(p + Vkg)-' 
= (p + Vhg) (Sx + Vk Vz) (VX —VkSX)(p + Vhg)". 
Weiter ist 
(Sz + YkVz)(VX—VkSX) = Sa Vx—kVaSX — VYk($zSsX— VxVX). 
Hier ist aber Se SX— Vz VX =(aX) ein Skalar, Se VX— kVxSX ein Vektor. Da 


jedoch für eine beliebige Quaternion a mit x auch axa-! ein Vektor ist (vgl. Nr. 5 der 
ersten Abhandlung), so zerfällt (*) in zwei Teile, von denen der zweite 


(2X) = (p + Vkg) (zX) (p + Vkg)-! = (xX) 
ist. 
10. Viel wichtiger als die Punkt- und Ebenentransformationen sind für uns die 
Geradentransformationen. Wir fassen die Linienkoordinaten x; |£3 |£s | tı |£s | X, zu zwei 
Vektoren 


(23) E=tet Kot + ists, E=Kıeı + Lats + Las 
zusammen und behaupten die Richtigkeit der Transformationsgleichungen 
(24) e(£ + kt) = (p + Vka) (a + Vki) (p + Vka)- 
bzw. 
(25) e(E + Vkk) = (p + Vhka)(— u + V ki) (p + Vka)-, 
wo (15) gilt und M(p + V ka) + 0 ist, Die letzteren gehen aus den ersteren hervor, indem 
man bei x; | x; | x; und y, | %Ys | Ys die Vorzeichen ändert. 
Beweis. Es ist 


(p +V hg) (P + V kg) = pp + kqg + Vkipg + qp) = N(p + Vkq). 





Bonı 
Kosi 


Fladt, Nichteuklidische Geometrie und komplexe T'rigonometrie. 


Nun besteht aber die Bedingung 


pq + qv = PoQo + (pq) = 0, 
d.h. es ist 


N(p + Vkq) = N(p— Vhg) = N 
und damit 


p+Vkg= N-(P +Vkg)-. 
Jetzt ist 
o($2 +YkVz) = (p + Vkq) (x + VkVa) (p— Vkq)-" 
o(Sy—VkVy) = (p+ Vkg) (Sy— VkVy)(p — kg)" 
= (P—Vkg)-(Sy—VkVy) (Bd + Vhg). 
Daraus folgt durch Multiplikation 
o(SrSy—kVrVy+ VkiVr Sy—SzVy)) =(p+ V kg) (S2eSy—kVaVy 
+ VktVz Sy— Sx Vy)) (p + V ka) ', 
da (p — hg) (p— | kg) = N, N-.(B + Ykg) = (p + Vkq)-! ist. Es ist aber 





SaSy— kVıVy=x | y— kf(2,yY3 — X3Y2) &ı + (&3Yı — XıYs) e2 + (XıYe LaYı) 2 
=:|y—kı 


und VeSy— SzVy=—r. Also kommt 
o(2 | y— kE— hr) = (p + Vhg) (a | y— ke —V hr) (p + Vhg)-". 


Aber x|y ist ein Skalar, — kg —Ykx ein Vektor. Also bestätigt sich die Invarianz 
or|y= x|y und andererseits kommt nach Kürzen mit — Vk sofort (24). 
Man erkennt, daß die Geradentransformation deswegen viel einfacher als die Punkt 


und Ebenentransformation ist, weil sie wieder von der Form or = axa! ist, in der recht 
nur eine konstante Quaternion steht. 


11. Nun ist vermutungsweise auch in der NEG die allgemeinste Bewegung eine 
Schraubung. Ihre Achse ist eine Ruhegerade. Wir fragen daher nach den Ruhegeraden 
einer Bewegung‘). Für sie muß 
(0) o(£ + Vhx) = (p + Vhg) (£ + Vkx) (p + Vka)-" 
sein. Daraus folgt 
eE+VRkd) = (B + Vk(E + Vkr) (B + KQ) 
und damit wie im letzten Beweis durch Multiplikation 


0x + Vkz) (+ Vkr) = Nie + Vkt) = e® elr re |r, 


also entweder o = +1 oder e|£e=0. Da wir uns auf eigentliche Ruhegeraden be- 
schränken, so ist also oe = + 1. Nun folgt aus (0) 


£. 7 4 / “ 
oe +Vk)(p+Vk)=(p+Vk)e+Vk), 
15) Für das Folgende vgl. Erich Kosiol, Grundlagen der Kinematik im hyperbolischen Raum, Dissertation 
Bonn 1922, die allerdings nur die Ergebnisse, nicht ihre Herleitung enthält. In bezug auf jene gebührt jedenfalls Herrn 
Kosiol die Priorität hinsichtlich der Ergebnisse in den Nrn, 13 und 17 bis 20, 
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aus o.ra = ax aber, wo x ein Vektor ist, sofort 
9(a,%, + Ay + 4325) = 41%, + Ag7, + Qy25 

und 

(00) 0(a,%, + Ay — 432,5) = 44% — AyXy + Q3X, und zyklisch. 
Mit o=—1 folgt , =, = =0, mit o=i aber 2,:2,:2%3 =4,:0:0a,. Als 
kommt in unserem Fallo=-+1 und r + Vki = o(p+ Vkg). Dabei kann und muß o, 
wie sogleich deutlich werden wird, selbst eine Zahl von der Form o’ + Vko' sein, so daß 
+ Vkt = op + ko"g + Vk(o'p + 0'q), also 

(000) r=op+ko'g, t=o"p+oy 
ist. Der Wert des Verhältnisses 0’ : 0’ bestimmt sich nun daraus, daß r und x als Plücker- 
sche Koordinaten die Bedingung (rr) = 0 (vgl. (2) in Nr. 7) erfüllen. Mittels der Abkürzung 

(26) P+m+Pmtkdt+E+gG) = (po 
folgt so 

(0000) pn — a ip + ka’ pin = d, 

o’ : o'’ u I(<pg> + Ww) : 2P19ı 
[2kpı91: (<pq> + W), 


wo zur Abkürzung 

(27) <pgy>* — Akpig, = W’ 
gesetzt ist. Also kommt 

(28) or = IKpQ +W)p + kpıg49, 

or = Paap + Kopp + W)g. 

Zur Entscheidung des Vorzeichens bilden wir 

(*) er =2 Kpp’— pi} kp + W). 
Die linke Seite ist positiv (s. o. Nr. 7). Auch die erste Klammer ist es für k <0, aber 
auch für k>0, da man sie in der Form 
(Pi ++ pP)" + kilgi + + 9)” + 2k {(p.g5; — P392)” + (Ps —P19)° + (Pi — P91))} 


schreiben kann. Für k>0 ist auch <pg> <W, und es sind beide Schraubenachsen 
eigentlich, für k < 0 dagegen ist die rechte Seite von (*) nur für das obere Zeichen positiv, 
also ist nur die eine Schraubenachse 


[ox = I(<pg> + W) p + kpıg49 


2 
u lor = ya" p + I(Kpaod +W)q 


oder auch 


k 
er = kprap +5 KPD — Wa 
or = H(<pq)) — W) p + kpıq49 


eigentlich. 
12. Nun fehlen noch Drehwinkel und Schubstrecke o der Schraubung. Hier nehmen 
wir zunächst einen sehr merkwürdigen Satz als gültig an, den wir in Nr. 14 beweisen 


werden. Die Formeln (24) stimmen für + Vki = =xundp-+| Kg = = a mit den Formeln (13) 
der Nr. 3 überein. Dort haben wir nun den Drehwinkel 9 der Drehung oder (Nr. 5) die 
_%% — ala 


berechnet. Es 
 ajta | a 


Schubstrecke x der Schiebung aus der Formel cos 9 = ('y 





bestel 
Schill 
in ur 
Schul 
wolle 


Nun 


oder 
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besteht nun der merkwürdige und glänzende Satz — dessen Entdeckung man Friedrich 
Schilling verdankt und auf dem auch die komplexe Trigonometrie beruhen wird — daß 


in unserem Fall das Argument die Form @ + Vko besitzt. Der Drehwinkel y und die 
Schubstrecke o erscheinen als zu einer komplexen Zahl, die wir die Schraubgröße nennen 
wollen, verbunden in einer einzigen Gleichung 


(Pa + Vhkgd?—(pı + Vhq)?— (pa + Vhgo)? — (ps + Vkga) 
(Pa + Vhga)? + (Pı + Vhqs)? + (pa + Vhgo)®? + (ps + Yhg,)® 


_ Pit kai— <pg> +4 Ykpıgs 
= a z (mit (15)!) 
pi + kgi + (pg) 


(30) co8 (y E= | ko) 


Daraus folgt 
er- 


ung (*) 1+cos(p + ko) = 2 cos’ (% +Yk 2-2 (pı+ (Pat Ykqi)? )? 


pi + kai +<pg) 
Der Nenner p} + kg; + “pg)> ist die Norm N(p + Vka) = N, so dab 
(31) pi + kg; +<pg> =N. 
Nun folgt 
W’ + 4p}N = (2pi + <pq»)”, W’ + Akqy N = (2hq} + <pq>)” 
oder 
(0) [4piN = {2p} + <pg> + W} Dpi + “pp —W} 
\akgy N = {2kq, + <pq> + W} (Ak; + <pp — W}. 
Andererseits folgt 
(00) (2pi + <pg» + W)(2kg; + <pgy + W)=AN 
so daß 
(oooy Pa + <p —W IZ ag, +tpp—-W_ Ka 
2hg} + <pg) + WW IKpd +W)’ 2 + pp +W  IKpp+W) 


ist. Jetzt wird (*) zu 


(32) c08 (3 +Yk = Pa “u 


‚pp +W 
2 ’ 


Nun ist aber 
[07 


2 


cos (> + Vk5) Er Vk5— sin $ sin (Vk 5) = 0084.05 —Vk sin. S 


n WER o er. Pıt Vkg, 
0085 Vksz sin — 5. VN N 


Also folgt weiter ce ‚so daß 


2 


a mi; = 7 = 
(33) cz 20085 ur ;sin 


ist. Damit kommt 


Y_ _2p} +<pD 
# N 


C:Z und cos? : sind also Wurzeln der quadratischen Gleichung 


> 
2 — (2p +<p)2+Ppi =, 


5 + co? — 


_ 


also 


„oe _ Pit +W  .zv_BPitkpd—W 
Ü— = ‚„ c08 D7 = 3N 


2 2N 
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da (? 7 > 008? z ist. Weiter wird 





oe _ Mitt WW  r_ Kirtkpp+W 
BL © 2N Pr Ar de Yon 2N 
ut BED W. er 
2 2p; +pp+W 2 Mat pp +W 
oder mit (000) 
(34) 2. WERT 1. 5 
2 Yı@p)+W' 2 ee 
V3(Xpg) ) [A (ep —W) 
Ik 
2 wi te ? — 44 


t a Be f == 
IN +wm' ?2 \ 


Die zweite und vierte Formel erg.bt sich daraus, daß aus (33) 


a q 
> eg 5 = —Qa: Pa 
folgt. 

13. Jetzt können wir die Bewegungen einteilen: 


1. Fall. 9 #0,94 #0: Schraubungen. 
Schraubachse, Schubstrecke und Drehwinkel aus (29) und (34). 


2. Fall. p, =0,g, #0: Halbschraubungen. 
Achse p, : Pa: Pa: 91:92:93, T 4 Ben. 
2 YXpa 

3. Fall. p, #0,9, = 0, <pg> > 0: Drehungen. 


Achse pP}: P2: Pa: 91:92: 935,0 = 0, ctg 5 u 5 V<pa>- 
4. Fall. p, #0, =0,<pg> <0: Schiebungen. 
Achse kg): kq: kqg: Pı: Pa: Ps, Ct > nn. ‚=® 
2 (pq\ 
’<pg> 
k 


>. Fall. 9 #0, =0,<pg) = 0: Grenzdrehungen. 
Drehwinkel und Schubstrecke sinnlos. 
6. Fall. p, = 0,9 = 0: Umwendungen. 
Achse p,: Ps: Ps: Q1:9:9, oe =0, p =ı. 
7.Fall. 9, #09, =0,pı =Ps = Ps = = 9g = 95: Identität. 
Sind umgekehrt die Schraubachse p = pı |Pz | Ps | Pı | #2 | 95 die Schubstrecke » 


und der Drehwinkel @ gegeben, so kann man die Parameter p und g angeben. Dabei sei 
p |p > 0, also von der Grenzdrehung abgesehen. Dann muß nämlich nach Nr. 11 


(00) p+Vkg=o(p+Vkb),p=ep+e'kö,g=e'p+e'b 


sein. Daraus folgt <pg = (eo? + ke"?)p |p, pa = — (pg) = — e’e”p | p, ferner 


V <pg>: — Akp,g; = (0 — ko'’?) p |p mit dem +-Zeichen bei der Wurzel (Probe k = 0), 
also 


+W vr aD --W 
2 .eVplr, | [= 


= o"Vp|p. 








And 


wor: 


folgt 


oder 





e] 


2 
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Andererseits ist nach (34) 


’ / n 7 [23 2 ß YV q ' i ( 
= eVplp 7, =— e"Vp |ptey, m = e’Vp|pctz = — e’Vp|pctgz , 
woraus 
‚2 o v, [727 2 v, r. 
Pu =—e'Pp IpTzctgz =— ep |p zw =—0e p|p (s. 0.) 


folgt, so daß entweder 


(35) 
PR i o 
09; = Tzegzpı+ Bi Ion = Pa VPl» 
oder 
epi = C15 tg zZ + kpi, op — Ci 7 Vp|p 
(36) D 
.. @: 
pt lztgd m=tzlVele | 
ist. 


14. Es fehlt uns noch der Beweis des Schillingschen Satzes. Ihn erbringen wir, indem 
wir der Schraubenachse eine besonders einfache Lage geben. Das dürfen wir, denn wir 


können zunächst zeigen, daß der Ausdruck cos (p + V ko) gegenüber Bewegungen 
invariant ist. Es sei zur Abkürzung statt (24) 


(0) 0x = ara! 


geschrieben und es sei auf den ganzen Raum die Bewegung 

(00) ox = bab-! 
ausgeübt. Dann ist in (0) statt x und x gleichzeitig b.rb-! und bxb-! zu setzen, so daß 
obzb-! — abxb-!a-! oder 

(000) ox = (b-!ab) x(b-!ab)-! = axa-!, also a = b-1ab 
folgt. Nun sei, in Skalare und Vektoren zerlegt «=a,+a und 4=4-+4, also 
d, + a = b-ta,b + b-!ab oder, da a = b-!ab ein Vektor ist, a, = b-1a,b = b-!ba, = Q,. 
Da aber (000) eine Bewegung ist, so ist 4|dA—=a Ja; also sind a, und ala=a|a In- 
varianten und damit ist auch cos (g + V ko) eine solche. 

Nun lassen wir die Drehachse mit der x,-Achse zusammenfallen, nehmen also 


» =0,,;=0,9,=0,P%,=0,9,=0, und da es auf einen Proportionalitätsfaktor 
nicht ankommt, p; = 1 an. Da wir noch nicht wissen, ob die Gleichungen (34) gelten, 


setzen wir T5 —= / und tg — u, und betrachten A und u als Unbekannte. Aus (35) 


ergeben sich für die p, und g; die Werte p, =0,; =0,p =1,mı = —u; ı =I, 
%=0,g = Au, = ). Jetzt lauten die Gleichungen (19) für die Punkttransformation, 


wenn man rechts (p — /kg)-! durch 5 — V/kg ersetzt: 
0 {x, + Vhizreı + 226 + 236,)} 
— [— (a + AVk) + A —Vkan) es] {xı + Vhtzieı + zue2 + 236%)} 
- (u — A/k)— (1 + Vhap) 6] 


Journal für Mathematik. Bd. 192. Heft 3/4 19 
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und daraus ergeben sich die Koordinatengleichungen 
or, = (1 + k32) (u — 1) a, + 2umz], 02, =(1 + u) (1 — kA) z, + 2i2,], 
07, = (1 + KR) [— Zum, + (a — 1) 22], or, = (1 + w@)I— 2, + 1 — ki)... 
Nun lauten die Gleichungen der Ebenen durch x bzw. x und die .c3-Achse 


Ja2ı Xı2g =d und [- 2ur, E= (u? — 1) X] 31 [| u? —. 1) Tı — 2uxz] 25 0, 


so daß ihre Koordinaten X, =r,, X, = —ı, X3=0, X,=0; X, =—2ur, + (W— Ir, 
X = (u — 1), + 2un, X, = 0, X, = 0 sind. Ihr Winkel ergibt sich aus 
Ey X|X BER. —1 


Yajayaız "ri 
woraus sofort u = ctg £, y’ = g folgen. 
Die Ebenen durch x und x senkrecht zur .,-Achse treffen diese in den Punkten 
0/0|2 |, und 0/0 |(1 —k32) x, + 23x, | — 2kir, + (1 — k32) x,. 


Ihr Abstand ergibt sich aus 


de x | x | ki? 
CE =; - — u rn 
Veleyaja 1I+KR 
woraus sofort / = 15 ‚so = o folgen, q.e.d. 

15. Wir kommen jetzt zu den Umlegungen mit den Gleichungen 
(20) elSr+VkVr)=(p+Vkg) (Sr — VkVa) (p—Vkg)-, 
(22) o(VX+YRSX) = (p + Vkgy)(VX— VkSX) (p— Vkq)-", 
(5) BEE + N kd=(p+Vk)(—r+V ki) (p + hg). 


Wir werden sehen, daß die Umlegungen nicht nur Auheg:raden, sondern auch Ruhepunkte 
und Auheebenen besitzen. Daß für die eigentlichen unter ihnen, auf die wir uns beschränken, 
o® = 1 ist, beweist man wie in Nr. 11. Es wird sich nun herausstellen, daß sich mit merk- 
würdiger Vertauschung der vierten Koordinaten einerseits q, |Qs |; | p, wie ein Punkt, 
andererseits p, | P2 | Ps |g, wie eine Ebene verhält. Zur Vereinfachung der Schreibweise 
ist es jetzt schon zweckmäßig, dafür m, |m, |m, |m, bzw. M, | M, | M, | M, und über- 
dies m,e; + Mae; + Mae; = m!*), M,e, + Mae, + M,e;, =M zu setzen. Dann ist wegen 
(15) in der Form (pg) + p,9, = O einfach 
(37) (mM) — 0, 


d.h. der Punkt m liegt auf der Ebene M. 
Nun wird p + Ykg = m, +M + Vk(M, + m), und für die Ruhegeraden komm! 
o(E + VhE) {m HM + VR(M, + m)} = {m +M + Vk(M, + m)}(—r + Vkx) 
mit o = + 1, also 


er) JE MH HFMEH KEIM + m) —(M + mE} = 0 
lem, HM) —(m+Mi+ orM,+m)+(M,+mr =0, 


!#) Eine Verwechslung mit Linienkoordinaten ist wohl nieht zu befürchten. 
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Wir setzen zuerst o= —-1 und erhalten 
(*) [EM — Mr + k2M,E + m + m) =0, 
2m +tM + M+ım  mr=0. 
Für zwei Vektoren a und b ist aber 
ab = —a|/b+ [ab], aa +ba= — 2a|lb, ab — ba = 2[ab]. 
Also kommt 
| — [Mr] + AM, — km|r = 0 
| me Nr —- [m] =0 
oder, nach Trennung in Skalaren und Vektoren 
m|r=0, M|r=0; kM,r = [Me], mix = [me]. 
Daraus folgt weiter r = om, also z. B. 
u Be Pr E Kung ‚A wu 4 =. und hieraus x, = o(m, M, — m, M,). 


Also hat die erste Ruhegerade, die sog. Umlegungsgerade u die Koordinaten 
ou, = m, M, — km, M,, ou, = mM, — m, | 
(38) ol; = m, Ms — km,M,, ou; = mM, — m, M,} mit (mM) =. 
| ou; = m, M3— km, M,, ou; = m, M,— m, n.) 
Daraus folgt noch 

(39) oulu=m|m:M|M. 

Mit o = + 1 dagegen folgt aus (*) 
[my + rM + Mr + k(im — mi) = 0, 
EM — Mr +2Mır +ım+m=0. 
Diese Gleichungen gehen aus (**) durch Vertauschen von r und kr, £ und x hervor. Also 
hat die zweite Ruhegerade, die sog. Nebenachse v die Koordinaten 

[ov, = k(m, M;— m,M,), od, = m,M, — km,M, 

(40) Fov, = k(m,; M,— m,M;,), 00,5 = m, M,— km,M,t mit (mM) =. 

00, — k(m, M,— m,M,), 00, = mM, — km, M, 


( 





Daraus folgt noch 

(41) oev|vo=km|m- M|M. 

In der hyperbolischen Geometrie ist also die eine der Ruhegeraden eigentlich, die 
andere uneigentlich. Wir entscheiden erst, nachdem wir die Ruhepunkte und Ruheebenen 
bestimmt haben. 

16. Berechnet man nach demselben Verfahren die Auhepunkte, so erhält man als 
ersten Ruhepunkt oder sog. Mittelpunkt der Umlegung den Punkt m und als zweiten 
Ruhepunkt den sog. Neben(mittel)punkt M* mit den Koordinaten M,|M,| M,|kM,, 
der, wie sich alsbald zeigen wird, der absolute Pol der ersten Ruheachse ist. Es ist 

(42) M*|M*=kM|M. 

Berechnet man die Ruheebenen, so erhält man als erste Ruheebene oder sog. Mittel- 
ebene der Umlegung die Ebene M, als zweite Ruheebene die Neben(mittel)ebene m* mit den 
Koordinaten km, | km, | km; | m,, die absolute Polarebene des Nebenmittelpunktes. Es ist 

(43) m* | m* — km | m. 

Die beiden Ruheebenen stehen senkrecht aufeinander, da 
M,-km, + M,: km; + M,: km, + kM,: m, = 
ist, 


19* 
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Ihre Schnittlinie lautet in laufenden Punktkoordinaten (Mx) = 0, (m*x) 0, 
Für einen Punkt y von ihr ist ebenso (My) = 0, (m*y) = 0. Daraus ergibt sich mit (1) 
und (2) sofort 


Mat — Mai; = M,tı und k(myi; — mz1,) — m,tı und zyklisch 


und daraus (40), d.h. die zweite Ruhegerade v durch Auflösen nach x und r. Die Ver- 
bindungsgerade der beiden Ruhepunkte m und M* hat aber die Koordinaten (38), d.h. 
sie ist die erste Ruhegerade u. So ergibt sich die Fig. 1 der Ruheelemente, bei der wir 
auch die wichtigen Normen angeschrieben haben. Übrigens wird sich später noch zeigen, 
daß die erste Ruhegerade auf beiden Ruheebenen senkrecht steht. 





m*{km|m} 


M"{k MIM} 
% {kmim-M|M} 








40 {kmim-MIM|}, 





M{MIM} m{mjm} 


Fig. 1. 





17. Nun fehlt aber noch die Hauptsache, der geometrische Zusammenhang zwischen 
der Umlegung und ihren Ruheelementen. Wir betrachten zunächst die hyperbolische 
Geometrie (k <0). Wie steht es mit dem Eigentlich- oder Uneigentlichsein der Ruhe- 
elemente ? Wir haben folgende Möglichkeiten: 


I. Hauptfall. Umlegungsachse u eigentlich, d.h. m|m: M | M > 0. Dann ist die Neben- 
achse v uneigentlich, dakm|m- M|M <0 ist. 


1. Fall. Mittelpunkt und Mittelebene eigentlich, d.h. m|m>0, M|M >0. Dann 
sind Nebenpunkt und ebenebene uneigentlich, dak-m|m<0,k:M | M <VO sind. 


2. Fall. Mittelpunkt und Mittelebene uneigentlich, d.h.m|m<0, M|M <0. Dann 
sind Nebenpunkt und Nebenebene eigentlich, dak-m|m>0, k-M|M 0 sind. 


II. Hauptfall. Umlegungsachse u uneigentlich, d.h. m|m- M|M <0. Dann ist die 
Nebenachse v eigentlich, dak-m|m- M| M > ist. 

Da die beiden Ruhepunkte auf der Umlegungsachse liegen, so müssen sie beide 
uneigentlich, d.h. es muß m|m<0, kM|M<0 sein. Dann sind Nebenebene und 
Müttelebene eigentlich, dakm|m>0, M|M > 0 ist. 

III. Hauptfall. Umlegungsachse absolut, d.h.m |m: M | M = 0. Die Nebenachse schneidet 
die Umlegungsachse, da (ud) =m|m: M|M =0 ist. Dieser Schnittpunkt muß 
einer der Ruhepunkte sein. 

1. Fall. m|m = 0. Dann ist m der absolute Punkt der Umlegungsachse. Die durch 
ihn, gehende Mittelebene M ist eigentlich. 

2. Fall. M | M =0. Dann ist M* der absolute Punkt der Umlegungsachse. Die durch 
ihn gehende Nebenachse m* ist eigentlich. 

Da N(p-+kg) =m | m -- M| M nicht verschwinden darf, so kann der Fall, daß 
m|m und M | M beide verschwinden, nicht eintreten. 








0. 
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IV. Hauptfall. Umlegungsachse unbestimmt. 


I. Fall. Mittelebene unbestimmt. M, = MW; 
punkt m oder an der Nebenachse m*. 


2. Fall. Mittelpunkt unbestimmt. m, 
ebene M oder am Nebenpunkt M*. 


18. Wir behandeln zunächst diesen IV. Hauptfall. 

/. Fall. ann lauten die Gleichungen (20) mit p = m,,qg=m 

(44) o(Sxz + YkVx) — (m, + V km) ($Sxz — | kVx) (m, — Vkm)-'. 
Die Koordinatengleichungen werden einfach 

(45) 


Die Punkte , x, m liegen in einer Geraden und es wird om|.: 





:M, = M, = 0. Spiegelung am Muttel- 






m, = 0. Spiegelung an der Mittel- 





M; = My 








0X m|m:x2 + 2m|x m. 





m\m:m #9 






#r|2 = (m|m)z| x, also 





m|« m|x 





Vxe|zYm\m Yr zVYm|m 






x und x haben also dieselbe Entfernung von m, die Transformation ist also die Punkt- 






spiegelung an m. 
Die Nebenachse ist km, | km, | km, |km,. Der Abstand des Punktes ‘r von ihr ist 






m |. | 
Vx|xykm|m Velr Vkm Im 
Die Transformation ist also auch eine Spiegelung an der Nebenebene. Je nachdem 
der Mittelpunkt m oder die Nebenebene m* eigentlich sind, hat man eine Punkt- oder eine 
Fbenenspiegelung. 
2. Fall. Die Koordinatendarstellung der Ebenenspiegelung an der Ebene M lautet 
(46) M|M-x + 2(Mx) M*. 
Es liegt eine Ebenenspiegelung an der Mittelebene oder eine Punktspiegelung an dem 
N\ebenpunkt M* vor, je nachdem jene oder dieser eigentlich ist. 
19. Wir wenden uns nun dem I. Hauptfall zu, und zwar zuerst dem 
I. Fall. Wir setzen die allgemeine Umlegung mit der Spiegelung am Mittelpunkt m 
zusammen. (25) lautet mit p + Vkq FM + Vk(M, - m) und — Vk statt Vk 
o(— x +Vkz) = (m, + M — Vk(M, + m)) (x + V kt) (m, + M— Vk(M, + 
Die Spiegelung an m lautet 
(0) o(£ + Vkz) = (mi + Vhm) (— x + Vkx) (mi + Vikm)-t. 
Die Zusammensetzung ist die Bewegung (!) 
o(£ + Vkx) = (u + Vo) (8 + Vhx) (u + V ko)" 
mit der bestimmenden (Juaternion 


u+ Vkv = (m, + Ykm) (m, +M—Yk(M, + m)), 


m|%x 









0x 






: m, 





ww”. 









woraus 













nm; + mM — k(M m + mm), © = mm + mM — m, M, — mm 
folgt. Nun ist 
mm == — (mi + m; + mi), mM = — (m, M, + m,M, + m,M,) + [mM], 











150 Fladt, Niehteuklidische Geometrie und komplexe Trigonometrie. 


also 
mM — m, M, = — (mM) + [mM] = [mM], 
d.h. 
u=m|m+ mM — kM,m, v = [mM], u, = m,M,— km,M, und zyklisch, 
u, =m|m, v = m; M,— m, M, und zyklisch, v, = 0. 
u, |u|u |v, |v% |v = u ist also die Umlegungsachse. Es ist v, = 0, 
w), =ulu=m|m-M|M>0; nach Nr. 13 ist die Zusammensetzung also eine 
Drehung um die Umlegungsachse durch den  , wo 


tg 5 -m|m:Ym|m- M|M = — l/ 


ist. Da die allgemeine Umlegung und die Punktspiegelung an m vertauschbar sind, so 
ist umgekehrt jene die Zusammensetzung der eben gefundenen Drehung um die Um- 
legungsachse mit der Punktspiegelung oder auch umgekehrt. Wir nennen sie wie in der 
euklidischen Geometrie Drehspiegelung, genauer Dreh- Punktspiegelung. 

2. Fall. Nun bedeutet (0) die Spiegelung an der Nebenachse. Die allgemeine Um- 
legung ist also die Zusammensetzung einer Drehung um die Umlegungsachse mit einer 
Ebenenspiegelung oder umgekehrt. Wir nennen sie wieder Drehspiegelung, genauer 
Dreh-Ebenenspiegelung. 


20. Wir kommen zum II. Hauptfall. Wir setzen die allgemeine Umlegung mit 
der Spiegelung an der Mittelebene M zusammen. Diese lautet 
oe + Ykr) = (MA+ YRM) CE + Vhr) (M + YRMy-. 
Die Zusammensetzung beider ist die Bewegung (!) 
o(£ + Ykr) = (u + Ykv) (x + Vkx) (u + Ykv)- 
mit der bestimmenden ()Juaternion 


u+Ykv = (M + YkM,) (m, + M — k(M, + m)), 
woraus 

u— mM + MM — k(M7 + Mm), v=m,M, — m®t 
folgt. Nun ist 


MM : (M? -- M2 + M?), mM = — (m, M, + m,M, + m,M,) + [mM], 
also 
M\M + m,M— kM,m, v = — [mM], 
d.h. 
u, = m, M,— km, M, und zyklisch, u, = M|\M, v=—- mM, + mM, v=V. 


u, |0,|u,|v, | |v; =u ist wieder die Umlegungsachse. Es ist „=0, 


uv m\m-M|M<0; nach Nr. 13 ist die Zusammensetzung also eine Schiebung 
längs der Nebenachse ku, | kv, | ku; | u, |u, | u, um die Strecke o mit 


,C ‚]/mim: MM 
17 = M|M: k - 


.m|m 
M\M: A 

er 
Da die ‚allgemeine Umlegung und die Ebenenspiegelung vertauschbar sind, so ist um- 
gekehrt jene die Zusammensetzung der eben gefundenen Schiebung mit der Ebenen- 
spiegelung an der Mittelebene oder auch umgekehrt. Wir nennen sie eine Schubspiegelung. 


Die Behandlung des IIl. Hauptfalles, der Grenzumlegung, die sich übrigens aus 
einer Grenzdrehung und einer Ebenenspiegelung zusammensetzen läßt, übergehen wir. 





1, so 
Um- 
| der 


Um- 
’iner 
auer 


mit 


ung 
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Viel einfacher als der Fall k <0 ist ferner der Fall k > 0 der elliptischen (sphärischen) 
Geometrie, den wir samt dem Grenzübergang lim k - 0, d.h. n? = 0, ebenfalls dem Leser 
überlassen, ebenso die Behandlung der Zusammensetzung zweier Bewegungen oder Um- 
legungen, die von den Biquaternionen aufs einfachste besorgt werden; hervorzuheben 
wäre dabei der Fall der Zusammensetzung zweier Umwendungen. 


Ganz absehen müssen wir von der konstruktiven Behandlung des Gegenstandes, 
da sie tiefere Kenntnisse aus der nichteuklidischen Geomeirie voraussetzt, besonders im 
Falle k < 0, während im Falle k > 0 an den entsprechenden Konstruktionen der eukli- 
disehen Geometrie (s. die 1. Abh.) wenig Änderungen anzubringen sid. 


S 4. Die allgemeinste Trigonometrie des nichteuklidischen Raumes. 


21. Als schönste Frucht ergibt sich aus der Theorie der Bewegungen die von Friedrich 
Schilling geschaffene allgemeinste (komplexe) Trigonometrie des nichteuklidischen 
Raumes. Die Bewegungen lauteten in Linienkoordinaten 


(24) o(E + Vkk) = (p + Va) (u + Ve) (p + Vha-. 
Hier führen wir nun die Werte der p; und g;, aus (35) ein, indem wir vorübergehend zur 
Abkürzung 

(0) 
setzen. Wir erhalten 

o(p + kg) =p + krub — uVp|p + Vh(äup + P + Alp |p) 

(1 + Vkau) (w + Vkb) — (u VkaVp|p 

oder mit Änderung des Proportionalitätsfaktors 
u — Yka 


o(p+Vk)=p+Vkp— ' 


/p|p. 
ya Ph 


Nun folgt aus (0) sofort: 
( 7 
tg (5 + yk 2). 


Also kommt 


(47) e(p + Ykg) =v + Ykb— etg(4 + Ykz)VP |r- 


Es ist nun für das Folgende sehr zweckmäßig, die Linienkoordinaten zu normieren, d.h. 
für jede Gerade r die Gleichung 


(48) r|r=1 
vorzuschreiben. Weiter setzen wir p+\Akp = ® und org (4 + Vkz) zz. Dann 
wird (47) zu 
(49) ep +VYk)=R—a, 
so daß (24) jetzt mit x + )Akr = & ohne Proportionalitätsfaktor einfach 
(50) KEEP) UP — a" 
lautet, da NX=N& =1 ist. 


22, Wir konstruieren nun ein sechsrechtwinkliges Sechseck aus drei beliebigen Geraden 
und den Geraden ihrer kürzesten Abstände und bezeichnen die Paare von Gegenseiten 
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(Fig. 2) mit B, P,O,o/,R,R. Jede der Seiten kann man als Schraubenachse für die 
Nachbarseiten ansehen, z.B. ® als Schraubenachse von ©, R’ für die Schubstrecke UV —, 
und den Drehwinkel %, der im positiven Schraubensinn ©’ mit ®’ zur Deckung bringt. 





RT) 


Fig. 2. 


Aus o und g bilden wir die komplexe Schraubgröße % + \ ko und von ihr die Funktion 


ctg|> - Yk 3) x. Dann gehören zu den Seitenpaaren B, BP; O,0;R,R’ die ebenfalls 


’ 


komplexen Größen 7,7’; x, x’; 0, 0’. Aus (50) ergeben sich nun sofort die Biquater- 
nionenformeln 


OP — 7) = (BP —A)W SUP — 1) =-(WP—a)R 
(1) IKO—r) =D —)P und (2) IR —“)=-(WV —)%, 
PR—o) =(R—o)O BR — 0) = (WR — o)d. 


Nun soll aber DO’ nicht irgendeine Gerade sein, die mit R’ zur Deckung kommt, 
sondern DO’ und R’ sollen ® senkrecht schneiden und ebenso je zwei Nachbarseiten einer 


Seite diese. Dann müssen z.B. für ®=p-+ Vkp und V =gqg+ Vka’ die beiden 
Gleichungen 


(0) p |a 0 und (pg‘) — 0 
erfüllt sein. Nun ist aber 
(Di + RB) la + Vha) + Pe + V hbz) (a; + Vhag) + (ps + Vkb,) (a; + V’kas) 
=p|gq’ + Vkipg), 
also vereinigen sich die beiden Gleichungen (0) zu einer Gleichung 
BO; + BO; + BD; =0 oder PT =0, 


wenn wir B, PB; 0,0; R,R als komplexe Vektoren ansehen. Umgekehrt folgen aus 
B|Q’ = 0 sofort wieder die Gleichungen (0). Zu den Gleichungen (51) und (52) kommen 
also noch hinzu die Gleichungen 


(53) (2 =0,8|0=0,R|P=0, 
IP|R=0,0|F=-0,R|V=0. 
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23. Aus (51) ergeben sich nun mit (53) die Vektorengleichungen ") 


[3 j 
POUR) =0, |MO+R+TRRN=0, 
EEE, EEE 
(54) IP PHLRM—P)=0, und 5)IA,R+HPHER—- PW=0, 
Free u R,B+OH+ER—-D)=0. 
Die sechs Gleichungen (53) sind nun erfüllt durch 
(56) B = OR, O = MR, HP. 


Nun gelten die leicht zu bestätigenden Vektorformeln 


(57) AB, A-AWB- AB (59) AB [AB -A|U-8|B— (A|B) 
(58) BA, AC — (ABE) A (60) AB|AE-A|A-BIC-A|B-A|C. 
Mit (56) kommt nun aus (55) wegen der Unabhängigkeit von Q und R und wegen (57) und 
(61) P|PF=-O|O-R|R=1 
sofort 
(2) "=-M+E|RN, "= UM+HR| PB, =dl+P|O). 
Da aber auch 
(63) | -0 | -W|M-1 
ist, so ergibt sich aus (56) mit (59) 
(64) (OR) = rl (RB) - (BD) <1. 


Daraus folgen Z£, 7, ® und damit aus (62) 


»_1HO|R „»_1HRP »_1+BlO 

(65) “ gg” ag? TIBo 

Die sechs Gleichungen (53) sind aber andererseits auch erfüllt durch 
(66) By er ag OR, Q “ "RR, R Ba Du Po, 


und auf dieselbe Weise wie vorhin erhält man 
6) FAR) = mA —R |P) = 9A — (PO), 
ı+BI8 „ IIEIE ,„ ITS 


(68) u ze Eu 


u Jr 22, 4—PIO' 
Nennen wir nun die den Schraubenachsen ®, PP’; 0,0; R,R’ zugehörigen kom- 


plexen Schubgrößen g + /’ko mit absichtlicher Vertauschung der gestrichenen und 
ungestrichenen Größen 


(69) @+Yha =A, a+Yxa=A; P+Yeß=B, P+Vaß=B; 
y'+ Vay' =f’, y+ V xy =, 
(70) a = te, wm et ge eig, u dig, g = eig, ü 
so kommen damit aus (65) und (67) die Gleichungen 
(71) DO |R =coA, R|P=coB, P|O =corf, 
ov|R =coA, M|P=coB, P|O’ = cosf”. 


1?) Hier und im folgenden ist das äußere Produkt zweier Vektoren mit Bögen statt mit eckigen Klammern 
bezeichnet. 


Journal für Mathematik. Bd. 192. Heft /4 2] 
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Jetzt ist es ein Leichtes, auf Grund der aus (56), (66), (64) und (67) folgenden Gleichunsen 
Di = - RE , R —— BO —— 
yI—(R| P)? yi—(PIO) 
yı— (| W): VI-RTP) 
die Kosinussätze und den Sinussatz auszuschreiben. 
Aus (72) folgt mittels (60) sofort 
—OA|R+R|B- PO 
ya — (RP: -YI1— (PD) 


(72) 





| = 


oder 

(73) OR-R|P-PIOQ- VRR WI (RIO, 
d.h. 

(74) cos A = cosB cos T — sinB sin FT cos A’ 
und ähnlich 

(75) cos A’ = cosB’ eos FT’ — sin B’ sin T’ cos A. 

Aus (66) folgt mit (56) noch 

(58) 1 = INdBOR) = 7’ HEBOR) — HLN(POR) 
und damit wegen der Werte von £, 9,9; C', 17,9 

(76) sinA:sinB: sin = sin A’: sinB’: sin’. 

Die komplexen Größen A,B,T; A’,B’T’ haben dabei die Werte (69). 

24. In den Gleichungen (74), (75) und (76) steckt nun die gesamte Trigonometrie, 
z.B. die sphärische und die ebene. Bei der sphärischen schneiden sich alle Achsen in einem 
Punkt, ®, DO, R bilden ein Dreikant, P’, DO’, R’ das Polardreikant, oder umgekehrt. 

Alle Schubstrecken x, ß, y: &',ß’, y' verschwinden, die Winkel x, ß, yo, By 
bleiben. Setzt man @=a,ß—b, y=c, &=A,ß® =B,y =C, so sind a,b,c die 
Seiten, A, B, € die (Außen-!)Winkel eines sphärischen Dreiecks, und es ergeben sich die 
Formeln der sphärischen Trigonometrie, die also im beliebigen nichteuklidischen oder 
euklidischen Raum gelten. 

Liegen alle sechs Achsen in einer Ebene, was nur in der hyperbolischen Geometrie 
möglich ist, da nur in ihr die Winkelsumme im Sechseck 6A sein kann, so sind die Dreh- 
winkel alle gleich x. Ferner sind «, «; ß, ß’; y, y’ die Gegenseitenpaare des sechsrecht- 
winkligen Sechsecks. k = —1 liefert wegen cosA—=— cha, ssnA=—-ish x die 
Formeln 

ch« = —chßchy+shßshych«, ch@« =— chf’ chy-+ sh ’ shy’ ch, 
sh x:sh ß:sh y = sh «@’ : sh ß’: sh y’, 
Nimmt man drei der Achsen in einer Ebene an, die drei anderen senkrecht dazu, so 
erhält man die Formeln für das allgemeine ebene Dreieck mit den Seiten a,b, c und den 
Außenwinkeln A, B, C: 
Ca=CbCe—ksSbSc cosA, cosA = cos B cos C — sin B sin ( Ca, 
Sa: Sb: Sc = sin A:sin B: sin C. 


Die Formeln für das hyperbolische vierrechtwinklige Fünfeck und das zweirechtwinklige 
Viereck sind leicht anzuschreiben. 


Eingegangen 6. Juni 1951. 





Über transzendente p-adische Zahlen. 1." 


Ein Satz über algebraische Abhängigkeit p-adischer Funktionen 
als Prinzip für Transzendenzbeweise $-adischer Zahlen. 


Von Alfred Günther in Göttingen. 


$ 1. Ergebnisse. 


Zu jeder natürlichen Primzahl p wird die p-adische Bewertung des Körpers R der 
rationalen Zahlen definiert durch 
| füra=0 


| p" für a +0 mem, 


la, 


wobei « diejenige ganzrationale Zahl ist, für die der gekürzte Bruch p*a zu p teilerfremden 
Zähler und Nenner hat. 
Die perfekte Hülle des Körpers R bezüglich der p-adischen Bewertung?) ist der 
Körper R, der p-adischen Zahlen von Hensel. Die p-adischen Zahlen mit 
al, si (aER,) 
bilden den Integritätsbereich der ganzen p-adischen Zahlen. 
Betrachtet man nun einen algebraischen Zahlkörper X vom Grade g = I über WR 


und ist 


pP II; 


i=1 
die Primidealzerlegung der natürlichen Primzahl p in &, so wird die p;-adische Bewertung 
des Körpers # definiert durch 


0 füra=ß, 
a, Si " (ER), 
pi für x +0, 
wobei u; diejenige ganzrationale Zahl ist, für die das Ideal p’ia zu p, teilerfremden Zähler 
und Nenner hat?). 

Ist nun p eines der Primideale p,, Ps, - - -, P,, so erhält man als perfekte Hülle von # 
bezüglich der p-adischen Bewertung des Körpers X einen Körper R,. Elemente aus $, 
werden als p-adische Zahlen bezeichnet. Diejenigen Elemente x aus &,, die der Ungleiehung 

<A 
genügen, bilden einen Integritätsbereich 3,, dessen Quotientenkörper ft, ist. Die Elemente 
aus %, heißen ganze p-adische Zahlen. 


!) Die beiden Teile dieser Arbeit sind eine unwesentlich geänderte Fassung meiner Dissertation, die der 
Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultät der Universität Göttingen vorgelegt wurde. Herrn Prof. Dr. 'Th. 
Schneider möchte ich für die Anregung zu dieser Arbeit meinen herzlichsten Dank aussprechen. 

2) Näheres über bewertete Körper und deren Aralysis findet man etwa in H. Hasse, Zahlentheorie (Berlin 1949). 

3) Definition des gebrochenen Ideals nach E. Hecke, Theorie der algebraischen Zahlen (Leipzig 1923), S. 113-115. 

20* 
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K. Mahler bewies im Jahre 1932 den folgenden Satz*) über Transzendenzeig»n- 
schaften der p-adischen Exponentialfunktion: 
Ist x eine p-adische Zahl mit 
0<ljal,<!} füp=2, 
0<]ja],<ifürpz3, 
so sind die Zahlen x und e* nicht beide algebraisch. 
In einer weiteren Arbeit) zeigte K. Mahler: 
Sind x und P zwei algebraische p-adische Zahlen mit 


0<ja—il,=sp j 0</P—il,=sp . 

so ist der (Juotient ihrer Logarithmen entweder eine rationale oder eine transzendente p-adische 
Zahl. 

Mit einer anderen Methode bewies G. R. Veldkamp den Satz®): 

Ist » +£ 0,1 eine algebraische p-adische Zahl, die der Ungleichung 

lo—1l,<p"! 

genügt, und ist ® eine algebraische irrationale ganze p-adische Zahl, so ist ” transzendent. 

Man kann die Beweise dieser Sätze so abändern, daß man ganz analoge Trans- 
zendenzsätze für p-adische Zahlen erhält. In dem ersten Teil der vorliegenden Arbeit soll 
jedoch ein p-adisches Analogon eines Satzes von Th. Schneider”) bewiesen werden, aus 
dem diese Sätze durch Spezialisierung gefolgert werden können. 

Zunächst seien zwei Definitionen vorausgeschickt. 

Definition 1. Eine p-adische Potenzreihe 

@)= 2a,‘ 


mit ganzen p-adischen Koeffizienten a,, also 
la,,=s1 (=-Ba12... 
werde H-ganzzahlig genannt. Die durch eine H-ganzzahlige Potenzreihe dargestellte p-adische 
Funktion heiße eine H-Funktion. 
Definition 2. /st K ein fest gewählter algebraischer Zahlkörper vom Grade s = 1 und 
N, Ogy ++, @, eine ebenfalls fest gewählte Ganzheitsbasis aus K, so ordne man jeder ganz- 
algebraischen Zahl 


x 
y! 


o=$a,w, (a, ganzrational) 
o-1 


aus K als Norm die ganzrationale Zahl 
II 11 = Max {Ia, |} 
1so<sa 


Nun lautet der angekündigte Satz: 
Satz 1. Gegeben seien n H-Funktionen [,(x), fs(&), - - -, /n(x). Sei &,&2--- 
eine unendliche Folge ganzer p-adischer Zahlen mit 


(4) un, sp"? (m =1,2,...), 


4) K. Mahler, Ein Beweis der Transzendenz der P-adischen Exponentialfunktion. J. reine angew. Math. 169 
(1932), S. 61—66. { 

5) K. Mahler, Über transzendente P-adische Zahlen. Compositio math.2 (1935), 8. 259 275. 

6) @. R. Veldkamp, Ein Transzendenz-Satz für P-adische Zahlen. J. London Math. Soe. 15 (1940), 5. 183— 112. 

?) Th. Schneider, Ein Satz über ganzwertige Funktionen als Prinzip für Transzendenzbeweise. Math. Ann. 121 
(1949), 8. 131—140. 
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und sei 
(2) lim | Em I» =(. 


Die voneinander verschiedenen unter den Zahlen &,&,:-:.:. m seien mi x = %,, 
ir —r,..,0) = x, bezeichnet, und die Vielfachheit von x, in &,&y:..,£, sel 
"+41=1,+1. Ferner werde 

Max l, =] 


os#sk 


gesetzt, und es sei 


(3) ST 
m-» » log m 


Für jedes m seien die Ausdrücke 
(4) f (2) 


ulgebraische Zahlen aus einem Körper K vom Grade s, und H,(z,) (x = 0,1,...,%; 
r—A1,2,...,n) seien positive ganzrationale Zahlen derart, daß die Produkte 


(5) H,‚(z,) 12° (z,) 
ganzalgebraische Zahlen in K sind. Ist dann, falls 


Max {|| {{” (z,) ||, H,(2)} = My(lu, k) 
0SASI, 
05r<k 

geseizi wird, 


(6) REN. uk... 


Br log m 
und 

(7) ntmt tm <n—1, 
so sind die Funktionen f,(%), fa(%), - - -, /n(%) voneinander algebraisch abhängig. 

Aus diesem Satz ergeben sich durch Spezialisierung die folgenden Transzendenzsätze: 


Satz 2. Ist x eine p-adische Zahl mit 
1 


0<lah,<p "", 

so ist mindestens eine der beiden Zahlen x und e* transzendent. 

Satz 3. /st x eine von 0 und 1 verschiedene p-adische Zahl, die der Ungleichung 

1 
a —1l,<p en 

genügt, und ß eine irrationale ganze p-adische Zahl, so ist mindestens eine der drei Zahlen 
x, ß und af transzendent. 

In diesen beiden Sätzen sind insbesondere die Transzendenzergebnisse von Mahler 
und Veldkamp enthalten. Ferner ergibt sich 

Satz 4. Ist x eine p-adische Zahl mit 


I 
0<jla,<p ’". 
so ist mindestens eine der beiden Zahlen x und sin &, sowie mindestens eine der beiden Zahlen 
x und cos x transzendent. 
Der $2 enthält die Hilfsssätze, die nötig sind, um in $3 den Satz 1 zu beweisen. 
Die Beweise der Sätze 2 bis 4 findet man in $4. 
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$ 2. Hilfssätze. 


Aus der Definition 2 folgt unmittelbar: 
Sind x und ß ganzalgebraische Zahlen aus X, so ist 
I® + BIS Iall+ BI 
und 
Iaplisyrlielliißl 
mit einer nur von der Basis des Körpers K abhängigen positiven ganzrationalen Zalı! y. 


Hilfssatz 1. Die p-adische Zahl a + O sei eine ganzalgebraische Zahl aus einem algelra- 
ischen Zahlkörper K vom Grade s. Dann gibt es eine nur vom Körper K abhängige positive 


ganzrationale Zahl „ derart, daß 


la 2 {r II I} 


ist. 
Beweis. Da die Zahl x ganzalgebraisch ist, so ist ihre Norm \ (x) eine ganzrationale 
Zahl, und es gilt 
(8) la, 2lal,la9-- 9, = | Ne), 2 1Na) ll". 
Andererseits erhält man für den Absolutbetrag der Norm von x die Abschätzung 
(9) INß)Isyliall 
mit einer nur von K, nicht also von der speziellen Wahl von x, abhängigen positiven 
ganzrationalen Zahl y. Aus (8) und (9) folgt dann die Behauptung. 


Hilfssatz 2. Es sei 


Zaun = 0 (v=12.:..,0) 


v=] 
ein System von m homogenen linearen Gleichungen in n Unbekannten. Die Koeffizienten \,, 
seien ganzalgebraische Zahlen aus einem festen Körper K vom Grade s, und es sei 


„el2... 
v Fan: ! 

Ist ferner n = 2m, so besitzt das Gleichungssystem eine nichttriviale Lösung in ganzalgebra- 
ıschen Zahlen x, aus K, für die die Ungleichungen 


|, || < yna 


law || > a 


gelten. 
Der Beweis dieses Satzes verläuft ganz analog dem Beweis eines Hilfssatzes von 


Th. Schneider ®). 
Hilfssatz 3. Eine H-ganzzahlige p-adische Potenzreihe 
Hı)= 2a 4 ie,L, 21 füarr=G1,... 
r=0 v: 


konvergiert für jede p-adische Zahl x, die der Ungleichung 
1 


zu <p ”" 
genügt. Für diese p-adischen Zahlen x ist also die H-Funktion f(x) definiert. Sie besitzt 
folgende Eigenschaften: 
(a) Ist x, eine p-adische Zahl mit 


u ) 


*) Th. Schneider, "Transzendenzuntersuchungen periodischer Funktionen I, Transzendenz von Potenzen. 
‚J, reine angew. Math, 172 (1934), S. 6669, Hilfssatz 1, 


| To E a 





eniwi 


p-adı 
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so ist die H-Funktion f(x) in die Potenzreihe 
(2 — X)” 


f(x) = > b, „! 


r=-0 






eniwickelbar, in der wieder alle Koeffizienten b, ganze p-adısche Zahlen sind. 
(b) Summe, Differenz und Produkt zweier H-Funktionen sind wieder H-Funktionen. 
(c) Die Ableitung einer H-Funktion ist wieder eine H-Funktion. 

.. pl 


(d) Die H-Funktion f(x) und deren Ableitungen nehmen für | x |,<p 













nur ganze 


















hi y 
'& R 
’ p-adische Zahlen als Werte an, also 
ehra- ' 
Llive (a), si falle, <p ?" B=R1..). 
Beweis. Ist 
se 2 
fa)=Za , mit |,|,S] =0,41,...), 
v0 v: 
nale a \ s ’ 
so ist der Konvergenzradius dieser Reihe 
v! 06 
r = lim | > limy | »!|,- 
ung a id ee 
Nun ist aber 
. | z |. ® 
ee ai pP 





Also konvergiert die Reihe für jedes x mit 





1 
||, <p e . 







Sind 










“ fa) = Fa, und g(x) = 5b, ze 
r=0 ” r—-0 . 
zwei H-Funktionen, so sind auch 
2 ar 
d- f(x) +el)=23(a, + b,) y! 
und . 
> n\ g° 
Ka) =z| z (,)ab),, 
ın und ferner auch 
(2) = 29,44", 
H-Funktionen. 
Aus 
Pi=Zun, (=...) 
folgt 
|f?(z) |, < Max fi al I. 
v„=0 p 





1 
Für |x|,<p ?”"' ist aber 






x -- 
— sl|lzhkp "'<1A, 
v 


y! 






also 
a), <i 
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Damit sind die Eigenschafteı. (b) bis (d) bewiesen. Der Beweis der Eigenschaft (a) ergibt 
sich aus der Bemerkung, daß die Koeffizienten b, — f”(z,) nach Eigenschaft (d) ganze 
- p-adische Zahlen sind. 


Hilfssatz 4. Es bedeute Q ein Polynom seiner Argumente mit ganzen p-adischen Zahlen 
als Koeffizienten. Dann besitzt die Differentialgleichung 


” Kr Q(y, y, ... y" wi 
mit den Anfangsbedingungen 


y(0) . Ag; y'(0) = Ay... y" (0) _ dr-1; 


in denen a,, 4y, - - -, 4,-, ganze p-adische Zahlen sind, eine und nur eine Lösung y = f(x), 
die in einer Umgebung von x = Ü in eine konvergente p-adische Potenzreihe entwickelbar ist. 
Diese Lösung ist eine H-Funktion. 


Beweis. Die Potenzreihe 
Az) = 900) + YO) 5 + 05; + 


genügt formal der Differentialgleichung. Die Koeffizienten y(0), y’(0),.... ., y'" (0) sind 
durch die Anfangsbedingungen als ganze p-adische Zahlen gegeben. Die übrigen Koeffi- 
zienten lassen sich auf folgende Weise eindeutig bestimmen: Aus der Differentialgleichung 
erhält man durch fortgesetztes Differenzieren die höheren Ableitungen von y als Polynome 
mit ganzen p-adischen Koeffizienten in y, y’,...,y” ”. Folglich sind die Zahlen y'” (0) 
für o=2r Polynome mit ganzen p-adischen Koeffizienten in den ganzen p-adischen 
Zahlen a,, @,, . . .,@,-.,, also ebenfalls ganze p-adische Zahlen. Damit ist der Hilfssatz 
bewiesen. 


$ 3. Beweis des Satzes 1. 


Es sei m* ein fester, im Laufe des Beweises geeignet groß zu wählender Wert von m. 
Von m, l, m* und !* unabhängige natürliche Zahlen sollen ohne Unterscheidung mit y, 
positive Zahlen, die für m —- oo oder m* — oo nach Null streben, mit e bezeichnet werden. 


Es werde ein Polynom 


t, In 
Pa)=2. Ch) le) 

r,=0 Tn=0 
mit unbestimmten Koeffizienten C,,,=C,, ,., angesetzt. Die Koeffizienten C,,, sollen 
ganzalgebraische Zahlen aus ÄX sein und so bestimmt werden, daß ®(x) an den 
Stellen =" =z, («=0,1,...,k”""=%k*) von den Ordnungen "9 +1=-1* +1 

verschwindet: 
) 2 i=0,1,...' 

er. . 4, ee) 


Diese Forderung bedingt das Bestehen eines Systems von m* homogenen linearen 


Gleichungen 
| A) A=0l,...d 
= (a) N ‚+ ’x 
0=® = de er ( 0 4 .. 


oder 


San uCa = 0 („= 1,2,...*°) 
(?) 
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für die (£, +4) (t& +1) (+ 1) Unbestimmten C,,. Die Koeffizienten x,,,. sind 
algebraische Zahlen aus K. Durch Multiplikation einer jeden Gleichung mit 77 H}’(z,) 
v-1 


geht: dieses Gleichungssystem in das System 


(10) Z Anna = 0 (=12...09 
(7) 
mit ganzalgebraischen Koeffizienten A,,,, über. 
Setzt man nun 
1 
t, Ba (am*! Nat ee tn, any)" (v BE . 2, Br n), 


so ist 
(+) +) (mM +) SZ 2m*, 
und nach Hilfssatz 2 besitzt das Gleichungssystem (10) eine nichttriviale Lösung in 
Fa re) 
dx“ 
ten in fı(&),. . -, /„n(x) und deren Ableitungen bis höchstens zur Ordnung /. Die Dimen- 


ganzalgebraischen Zahlen C,,,. Nun ist eine Summe von Potenzproduk- 


n 2 
sion in f,(z) und deren Ableitungen ist genau r,, und es treten genau (z ") solche Po- 
=] J 


tenzprodukte — jedes seiner Vielfachheit entsprechend gezählt — auf. Aus (6) folgt 


n„+e n.+e i=0,1,... 
H,(z,) <e"”” und || f(x) || <e” ( =Q,1,... «) 
=1,2,.. 


— I ’ ’ n 
Also ist 
n 
n I» Zr 2 BJ; Pa Tau 1* I* m* (i+mt+te tn )t: 
(11) lAnulI <(zt) A Tin Ed u 
v-1 v-1 

Nach (7) ist 

: log I 

lim 87 <4 

m—>® log m 


und nach (3) 
1 
utrmtetm<t. 


Man setze 
| ._ Jogi 1 ( 1 ul | 
9 Min | (1 — im een): D) ame a a 5 + 1m) |}: 
Dann ist 
im El „ı_3, 
M—>& l gm 
also 
I* < mr+ (1-39) +e a m*\ 26) 
und 
m’*'* ut), 
Ferner ist 
1 
U+mt+ Hm) S1—2 
und 


1 
uU+tnmnt rm re<t—. 
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Damit ergibt sich aus (11) 
NA. li<r” 

Nach Hilfssatz 2 ist also 
(12) IC„1l <y' 


Damit ist @(x) bestimmt. 


PER o) 


®(x) besitzt m* Nullstellen. Nun werde durch vollständige Induktion gezeigt, daß 
P(x) an allen Stellen der Folge &,,&,,... verschwindet, wenn nur m* genügend groß 
gewählt wird: Besitzt ®(x) mindestens m Nullstellen 


er 


0° (x,) —( 2 


mit m = m*, so verschwindet ®(x) auch an der Stelle x, von der Ordnung A + 1 mit 


Es werde angenommen, es sei 
D"’(z,) #0. 


Dann ist 
11 H'r(x,) © (x,) 
r-] 


eine von Null verschiedene ganzalgebraische Zahl aus X, und man erhält unter Berück- 
sichtigung von (12) 
“(1-5) „(1-9) 


ITHr@)D" (a) << + DH) (+1) y" y <y" 
=) 


Nach Hilfssatz 1 gilt also die Abschätzung 


(13) Id’), 2 UHrE)BrE) >y"'”. 

v=-1 p 
Andererseits ist & (x) eine H-Funktion, die nach Induktionsvoraussetzung an den Stellen 
2, (x =0,1,...,k) mit |x,|, = p* von den Ordnungen 1, + 1(x=0,1,...,k) ver- 
schwindet. ®(.x) besitze die Potenzreihe 


v 


” R} R 
Dl(r)= Sc, Mr mit |c, |, S 1. 
.-0 Ei 


Dann hat die Potenzreihe 


.,.0 a. Dt) 


®(z) = G(pz) = Ze,” = 8a, = Fe) 


wegen 


lauter ‚ganze p-adische Koeffizienten. F(z) verschwindet an den Stellen = p"'z, 
(2=0,1,...,%) mit |z,|, sp * von den Ordnungen ! +1. Ist zz (0<x<k) eine 
dieser Nullstellen, so besitzt F(z) in der Umgebung von z — z, die Taylorentwicklung 


u » Fe(z, 
Fe)= 2 ei 


r=1,+1 


RT (z Ar zu)’. 
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Die Koeffizienten dieser Entwicklung sind wegen 


Fe(z “(u 
\ x) ne = ( a,z" v 
”; ner \’) ; 
? : : = . F (z) 
wieder ganze p-adische Zahlen. Also besitzt die Funktion _ _ Yu ebenfalls eine 
- u ” 


Potenzreihe mit ganzen p-adischen Koeffizienten. Indem man diesen Schluß auch auf 
die übrigen Nullstellen von F(z) anwendet, sieht man, daß die Funktion 


F(z) 
r 
HI (@— z,)'«*! 


eine Potenzreihe mit ganzen p-adischen Koeffizienten besitzt. Also ist 


2 (z 
AN F (2) si u Js LS 7 mM il... 
3 u (z z,)'x 1 y 


”=0 


Da F(z) bei z= z, bis zur Ordnung A verschwindet, ist 


“( F@ FA (z,) 

1,‘ k 1 5 

\n (2 reg 2,)'» j ) 2-2, 1 (2, 2,)* ' 
»:0 ”+o 


also 


k 
| F %a) I» | II (2, - 2,)'* EN L Ss pP ass 2(,: », 


”„=-0 

4 + o 
Nun ist aber 

d’ 


R ’ d’ 
dz’ Fa=p dx’ ui 


und daher 


|B)(x,) | ee p (2m 2(, 1)-4A) 
‚= 2 
Dabei ist AS! +1 <m!-® und, +1 <sI!+1<m!-%, Also gilt 


(14) La 7 


’ 


Ist nun m* hinreichend groß gewählt, so stehen die Ungleichungen (13) und (14) mit- 
einander im Widerspruch. Also muß doch ® " (x,) = 0 sein. 

Die Funktion ©®(x) verschwindet also tatsächlich an allen Stellen der Folge 
Es &9 +2. &m ++. Wegen (2) ist daher nach dem Identitätssatz für p-adische Potenz- 
reihen ®(x) identisch Null. Also sind die Funktionen f, (x), f(x), - - -, fz(x) voneinander 
algebraisch abhängig, was zu beweisen war. 


$ 4. Anwendung des Satzes 1. 


Nennt man eine Lösung einer Differentialgleichung, die in einer Umgebung von 
x = 0 eine konvergente p-adische Potenzreihe besitzt, analytisch, so werde die p-adische 
Exponentialfunktion e” definiert als analytische Lösung der Differentialgleichung 


yV=y 
mit der Anfangsbedingung 
y(0) =1. 





164 Günther, Über transzendente p-adische Zahlen. 1. 


Nach Hilfssatz 4 ist diese Lösung eindeutig bestimmt und besitzt die Reihenentwieklung 


die für alle p-adischen Zahlen x mit 


|z,<p 


konvergiert. Ferner erhält man das Additionstheorem 


Wählt man nun in Satz 1 die unendliche Zahlenfolge 
&, = pra,,=&,=E&,=2p®x,. ee Fe = Bay = E& m = (u » 1) p? 
mit x + O0 aus dem Konvergenzgebiet der Exponentialreihe, also 


1 
477% Zar 


so ist 
naar” m=1,2...), 
lim |&£,, = 0 
und 
log 2 I 
„„»logm 2 


Es werde weiter n = 2 und f(x) = z, fs(z) = e* gesetzt. 


Nun werde angenommen, a und e* seien beide algebraisch aus einem algebraischen 
Zahlkörper K vom Grade s. Dann sind für jedes m auch alle Ausdrücke 


= Bl. 
f” (&,) [= l,...k 
y=41,3 


algebraische Zahlen aus X, und es gibt eine positive ganzrationale Zahl y, so, daß die 
Produkte 


ya e  Alare 
ganzalgebraische Zahlen aus K sind. Ferner gibt es eine positive ganzrationale Zahl y, 
so, daß 
I yıfı(zo) II <y, und || yılz(a) || < Yo; 
also, unter Berücksichtigung des Additionstheorems der Exponentialfunktion, 


II < are und In Ar) 
ist. Dann ist 

1=0,m,=} 
und 


ntm=t<1. 


Aus Satz 1 folgt also, daß e* eine algebraische Funktion sei. Dieser Widerspruch löst sich 
nur, wenn man die Annahme, x und e* seien beide algebraisch, fallen läßt. Damit ergibt 
sich der Satz 2, 
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Definiert man die Funktion log (1 + x) als analytische Lösung der Differential- 





ung 
gleichung 
a 
BT 
mit der Anfangsbedingung 
y(0) = 0, 
so ergibt sich 
lg +2)=8(-1) = für |@ |, <1. 
v-|1 
Aus der Potenzreihe 
o en 1 v 
loga = log (1 + (x —14)) = 3 (— 1)" (x = 
v=1 
erhält man 
1 
Iloga,<p ”' 
für ' 
1 
I —1 »„<p P .. 
Ist nun ? eine ganze p-adische Zahl, also 
| ß I» Ss 1, 
und ist 
1 
Iv—i1),<p R 
so ist die Zahl 
en Re 
‚B__ „Plox x (P 08 x)” 
ze % z v! 
definiert, da die rechts stehende Potenzreihe konvergiert. Ferner ist 
- v 
x" era — „ (710g a) 
lie Bu r! 
unter der Voraussetzung 
1 
la —1],<p ?"" 
eine H-Funktion. 
Ya Nun setze man zum Beweise des Satzes 3 noch voraus, daß x + 0,1 und daß 
irrational ist, und wähle in Satz 1 
n = 2, fıl2) = z, felz) = o* 
und 
&m = p?(u + vP) 
mit positiven ganzrationalen Zahlen u und v, die so gewählt seien, daß jedes Paar u, v 
in der Folge £,„ genau einmal auftritt. Dabei seien die &„ in der Reihenfolge wachsender 
Werte von u + v, sonst beliebig geordnet. Wegen der Irrationalität von ß sind dann alle 
£„ voneinander verschieden. Ferner ist 
€, I» 2 a (m ir 1, 2, eo a 
h und 
“ lim |&, |, = 0. 


m—> © 
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Unter der Annahme, x, B und a? seien alle drei algebraische Zahlen aus einem algebraischen 
Zahlkörper K, folgt, daß dann auch 


Iv(En) mol...; 9 =12 
Zahlen aus K sind. Es ergibt sich 
m=0, ya hund , +m=}<i1. 


Nach Satz 1 folgt dann, daß die Funktionen f,(x) = x und f,(x) = x” voneinander 
algebraisch abhängig seien. Dieser Widerspruch löst sich nur, wenn man die Annahme, 
x, ß und a® seien algebraisch, fallen läßt. Damit erhält man den Satz 3. 

Die p-adische Funktion sin x werde als analytische Lösung der Differentialgleichung 


[77 


Älrne ; 
mit den Anfangsbedingungen 


y(0)=0, y(0)=1 


definiert. Nach Hilfssatz 4 ist die Funktion sin x dadurch eindeutig bestimmt und besitzt 
die Potenzreihe 
> za 
sin x = 3 (— 1)’ -—— 
ar Var 
die für alle p-adischen Zahlen x mit 
fi 1 
| ae p-1 
| Tl, <Pp 
konvergiert. Ferner definiere man 


d. 
cos Tr = sın 7. 
. 


d. 
Die Funktionen sin x und cos x besitzen die Additionstheoreme 

sin (u + v) = sin ucose + cos usin v 
und 

cos (u + ©) = cos u cos v — sin usin v, 
und es gilt 

sin’z + cos®?r =1. 
Nun kann man den Satz 4 aus Satz 1 folgern, indem man etwa für &,,&,..., m :+ +» 

die gleichen Stellen wählt wie zum Beweise des Satzes 2. Enthält jedoch der Körper ft, 


die Zahl i-- Y—1, so folgt Satz A auch unmittelbar aus Satz 2 und der Bemerkung, 
daß dann 

ee? — cos x +isin x 
ist. 


Eingegangen: 10. März 1952. 
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Direkte Faktoren endlicher Gruppen. 


Von Reinhold Baer in Urbana, Illinois. 


Die Aufgabe, mit deren Lösung sich die folgenden Zeilen befassen, besteht darin, 
die direkten Faktoren unter den Normalteilern zu charakterisieren. Die von uns gefundenen 
Bedingungen bestehen in merkwürdigen Beziehungen zwischen iterierten ®-Unter- 
gruppen und Kommutatorgruppen. Folglich werden wir unsere Betrachtungen mit einem 
Studium dieser iterierten ®-Untergruppen beginnen. Das Hauptgewicht unserer Unter- 
suchung wird dann auf die Gewinnung von Kriterien dafür gelegt, daß ein abelscher 
Normalteiler direkter Faktor ist. Dies ist nur natürlich, wenn wir die folgende einfache. 
Bemerkung machen: Ist € der Zentralisator des Normalteilers N der Gruppe G, so ist N 
dann und nur dann direkter Faktor von G, wenn G = NC und das Zentrum von N 
direkter Faktor von ( ist. 

Im folgenden werden wir stets annehmen, daß alle betrachteten Gruppen endlich sind. 


1. 


Wir beginnen mit einer allgemeinen Diskussion der charakteristischen Untergruppen, 
die wir im folgenden benötigen werden. Zunächst sind da das Zentrum Z(G) und di» 
Kommutatorgruppe G’ der Gruppe G@ zu erwähnen. Folgende einfache und wohlbekannte 
Beziehung wird häufig gebraucht werden: 


Hilfssatz 1. /st N ein NnG =1 erfüllender Normalteiler der Gruppe G, so ist 
N<Z(G). 

Denn jeder Kommutator x-!g-!xg eines Elementes x in N und eines Elementes g 
inG gehört zuNnG =1. 

Weiter benötigen wir die, eine ganz fundamentale Rolle spielende, von Frattini 
eingeführte Untergruppe ®(G); diese ist gleich dem Durchschnitt aller maximalen Unter- 
gruppen von G. Es ist wohlbekannt, daß ®(G) stets nilpotent ist; siehe etwa Zassenhaus 
3; p. 115]. 

Lemma 1. Aus N <= Z(G) folgen ®(N) <= ®(G) und ®(G/N) = N®(G)/N. 

Beweis. Ist U eine maximale Untergruppe von G, die N nicht enthält, so ist U< UN 
und alsoG = UN. Da N ein Teil des Zentrums von G ist, so ist jedes Element aus N mit 
jedem Element aus U vertauschbar. Daraus folgt, daß U ein Normalteiler von G ist. Da 
aber U eine maximale Untergruppe von G ist, so folgt weiter, daß G/U zyklisch von 
Primzahlordnung und also insbesondere G’ < U ist. Wir haben also folgendes gezeigt: 


(+) Maximale Untergruppen, die N nicht enthalten, enthalten G'. 


Sei nun H der Durchschnitt aller N enthaltenden maximalen Untergruppen von G 
und K der Durchschnitt aller G’ enthaltenden maximalen Untergruppen von G. Da N 
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und G’ Normalteiler von G sind, so sind auch 4 und K Normalteiler von G. Weiter folgt 
aus (+), daß 
0(G)=HnK 
ist; und wir erschließen aus der Definition von X, daß 
®(G/G) = K/G 
ist. 

Ist nun U eine maximale Untergruppe von G, die N nicht enthält, so ist 
G = UN und U wegen (+) ein Normalteiler von Primzahlindex in G. Folglich wird 
G[U=UN/U=zN/(UAN), so daß also UM N ebenfalls eine maximale Untergruppe 
von N ist. Mithin haben wir ©&(N)< Un N. Folglich enthält jede maximale Untergruppe 
von G entweder N selbst oder wenigstens ®(N); damit haben wir ®(N) < ®(G), die erste 
Behauptung von Lemma 1, nachgewiesen. 

Da H der Durchschnitt aller N enthaltenden maximalen Untergruppen von G ist, 
so folgt aus der Definition von ® sofort, daß 

(1) ®(G/N) = H/N 
ist. Aus N < H und dem Dedekindschen Modulsatz folgern wir weiter: 

(2) N®(G) =N(HAK)=HnNK. 

Da K der Durchschnitt aller G’ enthaltenden maximalen Untergruppen von G ist, und 
da G’ enthaltende maximale Untergruppen stets Normalteiler von Primzahlindex sind, 
so ist G/K eine abelsche Gruppe, deren sämtliche Elemente quadratfreie Ordnung haben. 
Daraus folgt insbesondere, daß jede Untergruppe von G/K direkter Faktor von G/K und 
direktes Produkt zyklischer Gruppen von Primzahlordnung ist. Es folgt insbesondere, 
daß die Untergruppe NK/K von G/K Durchschnitt der sie enthaltenden maximalen 
Untergruppen von G/K ist. Jede dieser maximalen Untergruppen enthält 7, da diese N 
enthalten und #4 Durchschnitt aller maximalen, N enthaltenden Untergruppen ist. Wir 
haben also gezeigt, daß 

(3) H<=NK 
ist. Kombination von (1), (2) und (3) ergibt schließlich: 

®(G/N) = HIN =(HANK)IN = NO(G)/N, 
womit Lemma 1 vollständig bewiesen ist. 


Bemerkung. Es läßt sich zeigen, daß Lemma 1 auch noch gilt, wenn N ein im 
Hyperzentrum enthaltener Normalteiler von G ist, da dann (+) gilt. Machen wir jedoch 
über den Normalteiler keine weiteren Annahmen, so werden die Beziehungen zwischen 
®(G), ®(N) und ®(G/N) recht kompliziert, wie einfache Beispiele zeigen. 

Wir definieren nun die iterierten ®-Untergruppen induktiv durch die folgenden 
Regeln: 

(6) =G, 9;,1(6C) = P[Od.(G)]. 
Es ist klar, daß ®(G) = ®,(G) ist, und daß die ®,(G) eine absteigende Folge charakte- 
ristischer Untergruppen von G bilden. Da aus G +1 stets ®(G)<G folgt, so muß die 
Reihe der ®, nach endlich vielen Schritten mit 1 enden. 

Folgerung. Aus N <Z(G) folgt ®&, (N) <= ®,(G) für alle i. 

_ Beweis. Unsere Behauptung stimmt natürlich für i—=0. Gilt ®,(N)< ®,(G) für 
irgendein i, so folgt aus ®, (N) < N < Z(G), daß ®,(N) < Z[®,(G)] ist und wir also Lemma I 
anwenden können. Folglich wird 

®,,,(N) = P[O,(N)]< 0[0,(0] = ®,,,(@); 
und nun folgt unsere Behauptung durch vollständige Induktion. 
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Lemma 2. Wenn ein Normalteilee N von G in ®(G) enthalten ist, so gult 

®,(GIN) = N®,(G)|N 
für jedes \. 

Beweis. 1. Wir behandeln zunächst den folgenden Spezialfall, auf den wir den 
allgemeinen Fall zurückführen werden. 

Spezialfall: N ist ein minimaler Normalteiler von G. 

Da ®(G) nilpotent ist, so ist Z[O(G)] n N +1. Da aber Z[® (G)] als charakteristische 
Untergruppe einer charakteristischen Untergruppe selbst eine charakteristische Unter- 
gruppe ist, so ist Z[®(G)] n N ein Normalteiler von G. Da N ein minimaler Normalteiler 
ist, so folgt schließlich N =Z[®(G)] n N oder 

N<Z[0(G)]. 

Wir wollen nun die Gleichung ®,(G/N) = N®,(G)/N durch vollständige Induktion 
bezüglich i beweisen. Unsere Gleichung ist trivial für i=0. Weiter ist ®(G/N) = H/N, 
wo H der Durchschnitt aller N enthaltenden maximalen Untergruppen von G ist. Da 
aber N < ®(G) ist, so ist N Teil einer jeden maximalen Untergruppe von G. Folglich ist 
®(G/N) = ®(G)/N, und wir haben unsere Behauptung auch für i = 1 bewiesen. Wir 
machen jetzt für 1 < ı die Induktionsannahme, daß 

®,(G/N) =N®,(G)/N für j <i 
gilt. Wir unterscheiden drei Fälle. 
Fall1: N<®,(G). Wegen der Induktionsannahme gilt 
®,_,(GIN) = N®,_,(O/N =®, (GN, 
da jaN<®,(G)<®,_,(G) ist. Wir setzen ®,(G/N) = H/N; und es folgt sofort, daß H 
der Durchschnitt aller N enthaltenden maximalen Untergruppen von ®,_,(G) ist. Aus 


N<6®,(G) =®[®,_,(G)] folgt aber, daß N in jeder maximalen Untergruppe von 
®,_,(G) enthalten ist. Also ist 7 = ®[®,_,(G)] = ®,(G), und wir haben die Gültigkeit 
von ®,(G/N) = ®,(G)/N erwiesen. 


Fall2: N<- ®,(G), aber N<®,_,(G). Wegen der Induktionsannahme gilt wieder 
®,_,(G/N) r N®;. 1 (G)/N = ®;_, (GN. 
Aus der Minimalität des Normalteilers N von G folgt weiter wegen NN ®,(G)<N, daß 
Nnd,;lC) =1 
ist. Aus1<ifolgt 1 = ı — 1. Also ist ®,_,(G) in der nilpotenten Gruppe ®(G) enthalten. 
Da ®,_,(G) mithin selbst nilpotent ist, so ist jede maximale Untergruppe von ®,_,(G) 
ein Normalteiler von Primzahlindex; siehe etwa Zassenhaus [3; p. 107, Satz 12]. Folglich 
ist ®,_,(G)/®,(G) eine abelsche Gruppe, deren sämtliche Elemente quadratfreie Ordnung 
haben. Daraus folgt aber leicht, daß N®,(G) Durchschnitt aller N®,(G) enthaltenden 
maximalen Untergruppen von ®,_,(G) ist. Bedenken wir noch, daß jede maximale Unter- 
gruppe von ®,_,(G) automatisch ®,(G) enthält, so sehen wir, daß N®,(G) Durchschnitt 
aller N enthaltenden maximalen Untergruppen von ®, ,(G) ist. Diese letzte Aussage ist 
aber offenbar mit der Gleichung 
®,(G/N) = ®[®,_,(GIN)] = ®[®,_,(G)/N] = N®,(G)IN 
äquivalent. 
Fall 3: N<- ®,_,(G). Zunächst folgt, wie geläufig, aus der Minimalität von N, daß 
Nr®d_,(o)=1 
ist; und aus der Induktionsannahme folgern wir wieder: 
®,_,(@G/IN) = N®,_, (CN = ®;_,(GVT®,., (GO) A N]= P,_,(C). 
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Da also ®,_,(G/N) und ®, ,(G) im wesentlichen identisch sind, so sind natürlich auch 
®,(G/N) und ®,(G) im wesentlichen identisch; und diese letzte Identität ist mit der 
behaupteten Gleichung 
®,(G/N) = N®,(G)/N 

äquivalent. 

Damit ist der Induktionsbeweis vollständig erbracht, und wir haben unsere Be- 
hauptung im Spezialfall erwiesen. 

2. Zurückführung des allgemeinen Falles auf den Spezialfall. Sei M ein in N ent- 
haltener Normalteiler von G, für den unser Satz gilt. Dann ist also 

®,(G/M) = M®,(G)/M für jedes i. 
Ist insbesondere M = N, so sind wir fertig. Andernfalls gibt es einen Normalteiler U 
von G derart, daß M< U< N und UÜ* = U/M ein minimaler Normalteiler von G* =G/M 
ist. Aus ®(G*) = ®(G)/M und N < ®(G) folgt U* < ®(G*). Anwendung des Spezialfalles 
und der obigen Induktionsannahme ergibt nun, daß 
®,(G*/U*, = U*Od,(G*)/U* 
[U/M] [M®,(G)/M]/[U/M] 
= [U0,(G)/M]/LU/M] 

für jedes i gilt. Da aber G/U und G*/U* = [G/M]/[U/M] im wesentlichen identisch sind, 
so folgt schließlich, daß 


I 


®,(G/U) = U®,(G)/U für jedes i 
gilt. Jetzt ist es klar, wie der Beweis zu beenden ist. 
Bemerkung. Ohne die Voraussetzung N < ®(G) gilt unser Satz nicht. Denn es ist 
leicht, Gruppen G zu konstruieren, die ®(G) = 1 erfüllen, obgleich sie ®(H) =+ 1 erfüllende 
homomorphe Bilder 7 besitzen. 


2 


Die Gruppe G ist das direkte Produkt ihrer Untergruppen A und B, in Zeichen: 
G = A®B, wenn A und B Normalteiler von G sind undG = AB, 1 =AnB ist. Die 
erste dieser Bedingungen kann auch durch die Bedingung ersetzt werden, daß jedes 
Element in A mit jedem Element in B vertauschbar ist, eine Bedingung, die z. B. erfüllt 
ist, wenn A<Z(G) ist. Es folgt noch, daß abelsche direkte Faktoren notwendig im Zentrum 
liegen. 

Lemma 3. ®,(A®B) =®,(A)® ®,(B). 

Beweis. Es genügt offenbar, die Gleichung 

®(A®B) =®(A)® (5) 

zu beweisen. Um dies zu tun, bemerken wir zunächst, daß ®(A) als charakteristische 
Untergruppe des Normalteilers A von G=A®B selbst ein Normalteiler von G ist. 
Ebenso sind ®(B) und ®(A)®(B) Normalteiler von G; und es ist klar, daß das Produkt 
von ®(A) und ®(B) direkt ist. 

Ist U eine maximale Untergruppe von A, so ist UB offenbar eine maximale Unter- 
gruppe von G. Also ist ®(G)< ®(A)B; und ®(G)< A®(B) sieht man ebenso ein. Da 
aber G =A®B ist, so folgt leicht, daß 


®(A® B)< ®(A)® ©(B) 


gilt. 
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Sei weiter V eine maximale Untergruppe von G. Dann unterscheiden wir zwei Fälle. 
Fall A: V enthält A oder B. Wir nehmen ohne Beschränkung der Allgemeinheit an, 
daß A< V ist. Dann folgt aus Dedekinds Modulsatz, daß V = A®(Br V) ist; und es 
ist leicht einzusehen, daß Br V eine maximale Untergruppe von B ist. Folglich wird 


O(A)BO(B)<AB(VÄAB)=V. 


Fall 2: V enthält weder A noch B. Wir erinnern zunächst daran, daß jedes Element g 
in @ sich auf eine und nur eine Weise in der Form g = ab mit ain A und b in B darstellen 
läßt. a = A(g) ist die A-Komponente des Elementes gund b = B(g) seine B-Komponente. 
Die Abbildung von g auf A (g) stellt bekanntlich den zu der Zerlegung G= A ® B gehörigen 
idempotenten Zerlegungsendomorphismus von G auf A dar. Dann gilt: 


(1) A=A(V) und B=B(V). 

Es ist nämlich zunächst klar, daß V < A(V) B ist. Da aber B nicht in V enthalten 
ist, so ist V< A(V) B; und nun folgt aus der Maximalität der Untergruppe V von G, 
daßG@ = A(V) B ist. Da aber G das direkte Produkt von A und B ist, und da A(V) < A 
ist, so wird A = A(V); und B = B(V) sieht man ebenso ein. 

(2) ArV und BrV sind Normalteiler von G. 


Um dies einzusehen, genügt es natürlich zu zeigen, daß A n V ein Normalteiler von 
A ist, da ja jedes Element in A rn V mit jedem Element in B vertauschbar ist. Sei also 
a ein Element in A und v ein Element in Ar V. Da a und v beide zu A gehören, so gehört 
auch a-!va zu A. Es folgt aus (1), daß a in A(V) liegt. Also existiert ein Element b in B 
derart, daß ab zu V gehört. Dann wird aber 


a-!va = (ab) -!v(ab), 


da ja Elemente in B mit Elementen in A vertauschbar sind. Da v und ab beide zu V 
gehören, so liegt also auch a-'va in V. Daraus folgt, daß a-!'va zu Ar V gehört. Also 
ist a (An V)a<ArV, und mithin ist Ar V ein Normalteiler von A und daher von @. 

(3) ArV ist ein maximaler Normalteiler von A und Br V ist ein maximaler 
Normalteiler von B. 

Aus A<: V folgt Am V<A. Sei weiter N ein Normalteiler von Aund ANV=N. 
Als Normalteiler eines direkten Faktors ist N natürlich auch ein Normalteiler von G. 
Es ist weiter klar, daß N nicht in V enthalten ist; und wir können also G = NV aus der 
Maximalität von V folgern. Ist a ein Element in A, so existieren daher Elemente u und « 
in N resp. V, so daß a = w ist. Da N <A ist, so gehört auch u zu A. Folglich ist 
v-= ur!a ein Element n AR V<N. Also liegen u und v in N, so daß a = uv auch zu 
N gehört. Folglich ist N = A; und damit haben wir gezeigt, daß A n V ein maximaler 
Normalteiler von A ist. 

Wir bilden jetzt den Durchschnitt J aller maximalen Untergruppen von A, die 
AV enthalten. Natürlich ist An V<=J. Da Ar V wegen (3) ein echter Normalteiler 
von A ist, so ist auch J ein Normalteiler von A. Aus An V<A folgt aber auch J< A; 
und nun können wir An V = J aus (3) erschließen. Also ist A rn V Durchschnitt maxi- 
maler Untergruppen von A; und hieraus folgt sofort, daß ®(AJ)<AV<V ist. Ebenso 
sieht man ein, daß ®(B) in V enthalten ist. Folglich ist 


®(A)®®(B)<V. 
Damit haben wir aber gezeigt, daß ®(A)®®(B) in jeder maximalen Untergruppe von G 


enthalten ist. Also ist 
O(A)JS®®(B)<B(A®B). 
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Damit ist der Beweis der Gleichung 
®(A)&®(B) = ®(A® B) 


völlig erbracht, aus der durch eine triviale Induktion sofort unser Lemma 3 folgt''). 


3. 


Ist S eine Teilmenge der Gruppe G, so bezeichnen wir mit Z(S <G) den Zentralisator 
von SinG, d.h. die Gesamtheit der mit allen Elementen aus $ vertauschbaren Elemente 
in G. Wir bemerken, daß Zentralisatoren stets Untergruppen sind, und daß jeder Zen- 
tralisator eines Normalteilers selbst ein Normalteiler ist. 


Satz 1. Die folgenden Eigenschaften eines Normalteilers N von G sind untereinander 
äquivalent: 


(a) ®(N)AZ(N)=1 und N ist direkter Faktor von G. 
(b) ®(G)nZ(N)=1 und G=NZ(N<G). 


(ce) Elemente von Primzahlordnung in Z(N) erzeugen direkte Faktoren von G und 
G=NZ(N<G). 


Beweis. Ist zunächst ®(N) nZ(N) =1undG = N ®H, so folgt aus Lemma 3, daß 
O(C) NZ(N) = [O(N)8O(H)] ÄAZ(N) = ON) NZ(N) =1 


ist. Da weiter 7 <Z(N <G) ist, so gilt auch G = NZ(N <G). Mithin ist (b) eine Folge 
von (a). 

Weiter sei (b) erfüllt und 7 eine zyklische Gruppe von Primzahlordnung, die in 
Z(N) enthalten ist. Aus T<Z(N)<N folgt G= NZ(N<G)<Z(T<G). Also ist 
Z(T<G) =G und 

T<Z(G). 
Weiter wird 
TAO®(G) = TRAZAN)NO(G =1, 


da ja T<Z(N) ist. Folglich existiert eine maximale Untergruppe U von G, die 7 nicht 
enthält. Aus 7 < Z(G) ergibt sich sofort, daß G = UT und U ein Normalteiler von G ist; 
und da 7 keine echten Untergruppen besitzt, so istauch TA U =1.AlsowirdG=T®U; 
und wir haben gezeigt, daß (c) aus (b) folgt. 

Wir nehmen schließlich die Gültigkeit von (c) an und zeigen zunächst, daß Z(N) 
ein direkter Faktor vonG ist. Um dies einzusehen, bemerken wir, daß Z(N) als charakte- 
ristische Untergruppe eines Normalteilers von G selbst Normalteiler von G ist. Weiter 
existiert sicher ein größter in Z(N) enthaltener direkter Faktor D von G. Dann ist 
G=D®E für geeignetes E; und aus D<Z(N) und dem Dedekindschen Modulsatz 
folgt Z(N) = D®8[Z(N) n E]. Wäre D von Z(N) verschieden, so wäre Z(N)nE #1. 
Also würde Z(N) n E eine zyklische Untergruppe 7 von Primzahlordnung enthalten, die 
wegen (c) direkter Faktor von G wäre. Es existiert dann ein Normalteiler X derart, daß 
G=T®K ist. Aus T<E und dem Dedekindschen Modulsatz erschließen wir weiter 
E=T®[ErK]. Also wird 


G=D»E=D®BTB[ERK). 





1) Zusatz bei der Korrektur: Einen einfacheren Beweis hat soeben W. Gaschütz veröffentlicht [2; 8. 163, 
Satz 6]. 
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Dann ist aber DT ein direkter Faktor von G, der in Z(N) enthalten und größer 
als D ist, was der Wahl von D widersprechen würde. Also ist D=Z(N) selbst 
direkter Faktor vonG. Daraus folgt die Existenz eines Normalteilers A von G derart, 
daßBG =Z(N)® A ist. Aus Z(N)<Z(N <G) und dem Dedekindschen Modulsatz folgt 
ZIN<=G) =Z(N)®8 [A nZ(N<G)]. Wir setzen B=Z(N<G)nA; es ist klar, daß B 
ein Normalteiler von G ist. Weiter ist 
NB=NZ(N)B=NZ(N<G) =G 
wegen (c); und wir haben 
NAB=NNZ(N<G)nRA=Z(N) nA =1, 


daG =Z(N)®A ist. Also ist G= N®B; und wir haben gezeigt, daß N ein direkter 
Faktor von G ist. 

Wäre schließlich ©®(N) nZ(N) + 1, so würde ®(N) n Z(N) eine zyklische Gruppe 7 
von Primzahlordnung enthalten. Es folgt aus (c), daß 7 ein direkter Faktor von @ ist. 
Also ist = T®L, und es folgt aus T<N, daß N=T®(N rL) ist. Wegen T<®(N) 
ergibt sich nun aus Lemma 3 folgendermaßen ein Widerspruch: 

T=TrRAO(N)=TrA[O(T)8EO(NAL)]=O(T)<T. 
Also ist ®(N) nZ(N) =1, und mithin folgt (a) aus (ce). 

Zusatz. /st der Normalteileer N von G im Hyperzentrum von G enthalten und ist 
Nn®(G) =1, so ist N ein abelscher direkter Faktor von G, dessen Elemente sämtlich 
quadratfreie Ordnung haben. 

Beweis. Wir werden die Eigenschaft, daß N im Hyperzentrum enthalten ist, nicht 
voll ausnutzen, da wir nur von der folgenden schwächeren Eigenschaft Gebrauch machen 


werden: 


(+) Ist M ein Normalteiler vonG und1< M<=N,so ist Mn Z(G) #1. 


Sei U=NnNZ(G). Dann ist U ein Normalteiler von G, ®(G)nU=1 und 
UZ(U<G) =G. Also können wir Satz 1 anwenden, und es existiert ein Normalteiler V 
von G derart, daß G = U®V ist. Aus U< N und dem Dedekindschen Modulsatz folgt 
wieder N = U®(NrV). Da aber U=NNZ(G) ist, so ist NA VnZ(G) =1; und 
es folgt aus (+), daß NV =1 ist. Folglich wird 

N=U=NNZ(G) oder also N<Z(G). 


Damit haben wir gezeigt, daß N ein abelscher direkter Faktor von G ist. Aus Lemma 3 
folgt dann &(N) = N N ®(G) = 1; und daraus folgt, daß die Ordnungen der Elemente 
in N quadratfrei sind. 


Bemerkung. Ist N ein Normalteiler von G, so ist N N ®(G) ein in ®(G) enthaltener 
Normalteiler von G. Wir setzen G* =G/[N n ®(G)] und N* = N/[N n ®(G)]. Dann 
ist N* ein Normalteiler von G*, und es folgt aus Lemma 2, daß 


N* A ®(G*) = N* n O(G)/[N a ©(6)] —1 


ist, so daß also Satz 1 und der Zusatz anwendbar werden, wenn geeignete Zusatz- 
bedingungen erfüllt sind. Daß man auf diese Weise aber nicht Beweise konstruieren kann, 
die zeigen, daß N ein direkter Faktor von G ist, zeigt folgendes einfache Beispiel. Es sei G 
direktes Produkt einer zyklischen Gruppe N = {a} der Ordnung p? und einer zyklischen 
Gruppe {b} der Ordnung p. Dann ist ®(G) = N”; und Anwendung der vorstehenden 
Betrachtungen zeigt, daß G/[N n ®(G)] =G/N® direktes Produkt von N/Nr und einer 
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Gruppe der Form {a'b}/N® ist, wo i und p teilerfremd sind. Aber dieser zweite Faktor 
enthält keinen direkten Faktor von G, der N komplementiert. 


Umgekehrt ist es erwähnenswert, daß es nicht möglich zu sein scheint, Satz 1 und 
seinen Zusatz durch Spezialisierung aus Satz 5 zu gewinnen ?). 


4. 


Wir wenden uns jetzt der Charakterisierung abelscher direkter Faktoren zu. Die 
Basis unserer Betrachtungen bildet folgende Aussage: 


Hilfssatz 2. Eine Untergruppe U einer abelschen Gruppe A ist dann und nur dann 
ein direkter Faktor von A, wenn ®&, (U) = UnN®,;,(A) für jedes i gilt. 

Beweis. Ist G eine abelsche Gruppe, n eine quadratfreie Zahl, die durch alle Prim- 
teiler der Ordnung von G teilbar ist, so zeigt man ohne Mühe, daß ®(G) =” ist. Daraus 
folgt dann natürlich auch 

®,(G) =G" für jedes i. 


Ist nun die quadratfreie Zahl n das Produkt aller Primteiler der Ordnung von A, so folgt 
insbesondere ®,(A) = A” und ®,(U) = U". Die Bedingung unseres Hilfssatzes ist also 
dann und nur dann erfüllt, wenn 

U" = Un A" für jedes i 


gilt. Es ist aber bekannt, daß diese letzte Bedingung dann und nur dann gilt, wenn U 
direkter Faktor von A ist; siehe Baer [1; p. 466, Corollary 2]. Damit ist unser Hilfssatz 
vollständig bewiesen. 

Satz 2. Dann und nur dann ist N ein abelscher direkter Faktor von G, wenn 

(a) X ein Normalteiler von G ist, 

(b) Nrn@ =I ist, und 

(e) ©,(G'N/G’) = [G’N/G'] n ©;(G/G’) für jedes i gilt. 

Die einfache Herleitung von Satz 2 aus Hilfssatz 2 übergehen wir. 

Satz 3. Ein Normalteiler N einer nilpotenten Gruppe G ist dann und nur dann ein 
abelscher direkter Faktor von G, wenn 

®(N)=NnNG'®,;(G) für jedes positive i 
eilt. 

Beweis. Ist zunächst N ein abelscher direkter Faktor von G, so istG = N®H für 
einen geeigneten Normalteiler 4. Aus N = G/H folgt die Kommutativität von G/H, so 
daß also 

G<H 
ist. Aus Lemma 3 folgern wir nun, daß 

NGC) = N AG B,(H)®,(N) = ®,(N) [N AG ®,(H)] = ®,(N) 
ist, daja@®,(H)<Hund HAN =1 ist. Damit ist die Notwendigkeit unserer Bedingung 
gezeigt. 

Gilt umgekehrt unsere Bedingung, so gibt es eine positive ganze Zahl k derart, 
daß ®,(G) =1 = ®,(N) ist. Es folgt also aus unserer Bedingung, daß 

1=0.(N)=NnGd(C) =NnG 


2) Zusatz bei der Korrektur: Ein schärferes Resultat hat W. Gaschütz erhalten [2; S.162, Satz 7]. 
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ist, woraus wegen Hilfssatz 1 
N < Z(G) 
folgt. Da weiter G nilpotent ist, so ist bekanntlich 
G'<0(G); 
siehe etwa Zassenhaus [3; p. 107, Satz 12]. Aus Lemma 2 folgern wir jetzt: 
®,(G/G) =G’®,(G)/G’ für jedes i. 
Aus NG’ = 1 ergibt sich, daß N und G’ N/G’ im wesentlichen identisch sind, so daß also 
®,(G’'N/G) =@’®,(N)/G’ für jedes ı 
gilt. Anwendung unserer Bedingung ergibt weiter: 
®,(G N/G) =@ ®,(N)/G =G [N NG ®,(G)]/G’ 
= [GN AG ®,(G)]/G' = [G'N/G’] A ©i(G/G') 
für alle i. Da aber G/G’ abelsch ist, so können wir Hilfssatz 2 anwenden. @’ N /G’ ist also 
ein direkter Faktor von G/G’, und es existiert folglich ein G’ enthaltender Normalteiler U 
von @ derart, daß 
G/G’ = [G’N/G']® U/G’ 
oder also 
G=@NU=NUundG =@NrRU 
ist. Dann ist aber auch 
NnU=NAGNAMU=NnG =1; 
folglich ist G = N® U. Daß N abelsch ist, haben wir schon früher erwiesen. 

Satz 4. Ein Normalteiler N eirer Gruppe G ist dann und nur dann ein abelscher direkter 
Faktor von G, wenn jede N enthaltende Untergruppe U von G die folgende Eigenschaft hat: 
®(N)=NnG®;,(U) für jedes positive ı. 

Beweis. Ist zunächst N ein abelscher direkter Faktor von G, so istG = N®R und 
G< R,da G/R und N isomorphe abelsche Gruppen sind. Ist weiter U eine N enthaltende 
Untergruppe von G, so folgt aus dem Dedekindschen Modulsatz, daß 
U=N®8(RrUÜ) 
ist. Weiter folgern wir aus G' < AR, dem Dedekindschen Modulsatz und Lemma 3: 
NnG®(U) = NnGPB(N)d(Rr U) 

= 0, (N) [NG ®,(RrÜ)] 

— ®,(N), 
da ja@®&(RAU)<Rund AAN =1 ist. Damit ist die Notwendigkeit unserer Be- 
dingung erwiesen. 


Wir nehmen nun umgekehrt die Gültigkeit unserer Bedingung an. Es gibt eine 
positive Zahl k derart, daß ®,(N) = 1 ist; und Anwendung unserer Bedingung auf 
U=N ergibt 

1=0,(N)=Nn@(N)=NnG. 
Hieraus und aus Hilfssatz 1 folgt wieder 
N<Z(G), 
so daß N insbesondere abelsch ist. Um unsern Satz induktiv beweisen zu können, beweisen 
wir folgende ein wenig schärfere Tatsache: 
(+) Jede N enthaltende Untergruppe U von G ist direktes Produkt von N und einer 


UnG' enthaltenden Untergruppe. 
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Da (+) wegen N\nG’ =1 sicher für U=N gilt, so können wir annehmen, daß 
N < U und daß aus N < V < U stets die Existenz einer Untergruppe V, folgt, die folgende 
Eigenschaften hat: 

V=NeV, und Vn@G<V,. 

Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle. 

Fallil: URG<®(U). Wir verfahren ähnlich wie beim Beweise von Satz 3. Es 
ist M=UnG’ ein Normalteiler von U, der in ®(U) enthalten ist; und aus NG’ =1 
folgt NÄAM =41. Also sind N und MN/M im wesentlichen identisch, so daß ins- 
besondere 

®,(MN/M) = M®,(N)/M für jedes i 
gilt. Aus M< ®(U) und Lemma 2 folgern wir 
®,(U/M) = M®,(U)/M für jedes i. 
Anwendung der Bedingung des Satzes ergibt schließlich wegen N < U und Dedekinds 
Modulsatz, daß 
M®,(N) = M[N AG ®,(U)] = MIN AUG ®,(U)] 
= M[N n®,(U)(UrnG)] = M|N rn M®,(U)] 
— MN n M®,;(UV) 
ist. Hieraus folgt weiter: 
®,(MN/M) = M®,(N)/M = [MN an M®,(U)]/M = [MN/M] r [M®,(U)/M] 
= [MN/M]r ®,(U/M) 
für jedes i. Aus U’<UnG’=M erschließen wir die Kommutativität von U/M. Also 
ist wieder Hilfssatz 2 anwendbar. Folglich existiert ein M enthaltender Normalteiler 7/, 
von U derart, daß 
U/M = (MN/M)®(U,/M) 
ist. Dann wird aber 
U=MNU,=NU, und M=MNAU,=M(N nÜU,)), 
so daß insbesondere NA U,=M ist. Es ist aber MAN =1, und folglich wird auch 
NrU,=1. Also ist U=N®U,und UnG’ =M<TU,. 
Fall2: UnG<-®(U). Aus N<Z(G) folgt N <Z(U); und aus Lemma 1 folgt 
also ®(N) <®(U). Aus unserer Bedingung erschließen wir weiter 
®(N)= N NAO(U)=E NG OU) = ®(N) oder also (N) = N OU). 
Ist x irgendein Element aus G' n N®(U), so existieren Elemente n und u in N resp. 
®(U) so, daß x = nu ist; wir beachten, daß x zu G’ gehört. Dann ist n =xu-! ein 
Element in 
NnG®(U) =P(N)= NOV). 
Folglich gehört x = nu zu ®(U). Also ist 
G' n NÖ(U)<=®(U) oder GE’ A NO(U) =G'nOb(U). 
Da U nG’ nicht in ®(U) enthalten ist, so gilt also auch 
UnG<N®(U). 

Aus N<Z(U) und Lemma 1 folgern wir weiter ®(U/N) = N®(U)/N. Also gilt 

N(U nG')[N <= ©®(U/N). Daraus ergibt sich die Existenz einer maximalen Untergruppe V 


von U, die N enthält, aber U AG’ nicht enthält. Auf V können wir die Induktions- 
annahme anwenden. Folglich gibt es einen Normalteiler V, von V derart, daß 


= V,@eN und VnG<V, 
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gelten. Da U nG’ ein Normalteiler von U ist, so können wir schließlich 
U,=(UnG)V, 
setzen. Es ist klar, daß UnG’<U, ist. Da die maximale Untergruppe V von U nicht 
den Normalteiler U AG’ von U enthält, so wird 
U=(UnG)V=(UrRG)V,N =U,N. 
Aus N < Z(U) folgt weiter, daß U, ein Normalteiler von U,N = U ist. Ist schließlich y 
ein Element in U, N, so gibt es Elemente r in UnG’ und s in V, derart, daß y = rs 
ist: wir beachten, daß y zu N gehört. Dann ist aber r = ys-! ein Element in 
UnG nNV,=UnG nV=GnV<Vs;; 
und y gehört zu Nr V,=1. Folglich ist 
U,nrNel, 
sodaß U=N®U, gilt. 
Damit ist der Induktionsbeweis von (+) vollständig erbracht; und aus (+) folgt 
insbesondere, daß N ein abelscher direkter Faktor von G ist. 


>. 
Wir wollen schließlich die Sätze 3 und 4 auf nicht-abelsche direkte Faktoren aus- 
dehnen. 
Satz 5. Die folgenden Eigenschaften einer Untergruppe N von G sind äquivalent: 
(a) N ist direkter Faktor von G. 
(b) Jede N enthaltende Untergruppe U von G genügt folgenden Bedingungen: 
(b.1) NO(N)=NnG®;(U); 
(b.2) ®,(U) = (N) ©, [Z(N < UV)]; 
(b.3) G®U)/N’ N) zZ(N<G)®,[Z(N < U)]/O;[Z(N)]. 
(c) Jede N enthaltende Untergruppe U von G genügt folgenden Bedingungen: 
(e.1) NG®,(U)/]N ZZ(N<G)®,[Z(N < U)J/®,[Z(N)]; 
(e.2) ®,(U) =®,(N) ®,[Z(N<UD)]. 
(dl G=NZ(N<G) und jede Z(N) enthaltende Untergruppe V von ZIN<G) 
genügt folgenden Bedingungen: 
®,[Z(N)] =Z(N)AZ(N<G)®;(V). 
Beweis. Ist zunächst N direkter Faktor von G, so gibt es eine Untergruppe D 
von G derart, daß G = N ®D ist. Dann ist klar, daß 


(1) Z(N) = N NZ(N<G)<Z(G) 
ist. Aus D<Z(N <G) und dem Dedekindschen Modulsatz folgern wir nun 
(2) Z(N<G) =D®[NNZ(N<G)] =D®»Z(N), 
woraus sich weiter 
(3) G' =N’®D’' und Z(N<6G) =D 
ergeben. 


Ist U irgendeine N enthaltende Untergruppe von G, so ergibt sich aus dem Dedekind- 
schen Modulsatz, daß 

(4) U=N®e(DrUÜ) 
ist. Da wieder Dn U<Z(N <= U) ist, so folgt weiter 

(5) Z(N<U)=(DAU)B[NAZ(N<U)])=Z(N)®(DrÜ). 
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Aus der Folgerung aus Lemma 1 erschließen wir endlich 


(6) O,[Z(N)]< @N). jolge 
Jetzt wenden wir Lemma 3 auf (4) und (5) an und finden, daß 

(4) (U) = ®,(N)»80,(DrÜ), 

(5) ®,[Z(N < U)] = 8, [Z(N)]®®, (Dr U) 


ist. Aus (5’), (4°) und (6) ergibt sich ohne weiteres (b. 2). 
Weiter folgt aus (3), (4°) und Dedekinds Modulsatz, daß 
NrG®(U) = NANDOANSKDAUD). 
= N ®,(N) [Nr D®,(DrU)] = N ®,(N) 


« 
Pe 


ist, daja\nD= 1 ist. Damit haben wir (b. 1) bewiesen. fikat 
Anwendung von (3), (4'), (5), N n D = 1, dem Dedekindschen Modulsatz und dem 8 Aus 
Isomorphiesatz ergibt endlich, daß AN 
G'®,(U)/N’®,(N) = N’®,(N) D’®,(D r U)/N’®,(N) Au 

> D’&, (Dr UV)/[D’®(DrAU)AN ®«(N)] =DO®(DrU) 
— D’®,(D r U)/|D'®,(D U) n ©, [Z(N)]] paid 


x D’®,(D U) ©,[Z(N)YO.[Z(N)] 
= Z(N <G) ®,[Z(N < U)]/®,[Z(N)] 
ist, womit wir auch (b. 3) bewiesen haben. Also folgt (b) aus (a). 

Nehmen wir jetzt die Gültigkeit von (b) an, so ist (c. 2) natürlich mit (b. 2) identisch. 
Setzen wir in (c.2) insbesondere U=G und i=0, so ergibt sich G= NZ(N<G),® Ein 
woraus folgt, daß N ein Normalteiler von G ist. Nun folgt aus (b. 1) und (b. 3) leicht: 

NG ®,(U)/N =@ ®,(U)/[N NG ®,(U)] = G'®,(U)/N’®;(N) 
> Z(N <G) ®,[Z(N <= U)]/®,[Z(N)]. 
Also ist (c) eine Folge aus (b). 1] 

Sind die Bedingungen (c) für N erfüllt, so schließen wir wie vorher aus (e. 2), # 51 
daß N ein Normalteiler von G= NZ(N<G) ist. Ist V eine Z(N) enthaltende Unter- 
gruppe von Z(N <G), so setzen wir 

U=NV, 
und es folgt aus dem Dedekindschen Modulsatz, daß 
Z(N<U)=UNZ(N<G)=VI[NTZ(N<G)] = VZ(N) = V 
ist. DaG=NZ(N<G) ein Spezialfall von (c. 2) ist, so ist auch G' = N’Z(N <G)', und 
wir folgern aus (c. 1) und (c. 2), daß 
Z{N < 6)’ ®,(V)/®,[Z(N)] 2 NG’ ®,(U)/N 
= NN Z(N<G) ®,(N) ©, (V)/N = NZ(N <G) ®,(V)/N 
= ZN <G)®,(V)/[N nZ(N <G) ®,(V)] 
ist. Da Z(N) <Z[IZ(N <U)] =Z(V) ist, so wird 
®,[Z(N)]=Z(N) NZ(N<GY®(V)J)=NNZ(N<G)®,;(V), 
wie sich aus der Folgerung aus Lemma 1 ergibt. Die obige Isomorphie zusammen mit der 
letzten Ungleichung ergibt schließlich 
®,[Z(N)] = Z(N) AZ(N<=G)Y®(V) =NNZ(N<G)®,;,(V), 
so daß also (d) eine Folge aus (ec) ist. 

Gilt schließlich (d), so folgt aus Satz 4, daß Z(N) ein abelscher direkter Faktor 
von Z(N <G) ist. Da aber außerdem G = NZ(N <G) ist, so erschließt man hieraus ohne 
weiteres, daß N ein direkter Faktor von G ist, also (a) gilt. Damit ist unser Satz voll- 
ständig bewiesen. 
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Satz 6. Wenn N ein Normalteiler mit nilpotenter Faktorgruppe von G ist, so sind die 
folgenden Eigenschaften von N äquivalent: 
(a) N ist direkter Faktor von G. 
(b) NN) = N nG'6;(G), ®i(C) = Bi(N) B[Z(N<G)], 
G' ®,(G)/N’®,(N) = Z(N < 6)’ ®,[Z(N < G)]/®;[Z(N)]. 
() NGC) N > ZN < CV SIZ(N < GO; [Z(N)], 
®,(G) = ®,(N) ©, [Z(N <= 6G)]. 
(dl) G= NZ(N <G), ©, [Z(N)] =Z(N) nAZ(N <G) ®,[Z(N <6)]. 
Aus Satz 5 folgt nämlich sofort, daß (b) eine Folge von (a) ist. Eine leichte Modi- 
fikation der im Beweise von Satz 5 benutzten Argumente zeigt, daß (c) aus (b) sowie (d) 
d dem aus (c) folgt. Daß schließlich (a) aus (d) folgt, ergibt sich aus Satz 3, da ja G/N und 
ZN <G)/Z(N) isomorphe nilpotente Gruppen sind, woraus sich die Nilpotenz von 
Z(N<G) ergibt. 
U) Bemerkung. Man sieht leicht, daß die erste Bedingung (ec) durch eine der folgenden 
beiden äquivalenten Bedingungen ersetzt werden kann: 


NZ(N <= 6) ®,(G6) = NZIN <G6) ®,[Z(N < 6)] 


oder 


tisch. O6) n NZIN = 6) = S[IZ(N <G)] n NZ(N <6). 


<G),# Eine entsprechende Bemerkung läßt sich auch im Anschluß an Satz 5 machen. 
eicht: 
Literaturverzeichnis. 


[1] Reinhold Baer, Extension types of abelian groups. Amer. Journal of Math. 71 (1949), pp. 461—4%. 

[2] W. Gaschütz, Über die ®-Untergruppe endlicher Gruppen. Math. Zeitschr. 58 (1953). pp. 160 - 170. 
(e. 2), [3] H. Zassenhaus, Lehrbuch der Gruppentheorie I. Leipzig-Berlin 1937. 
Inter- 


Eingegangen 14. Juni 1952. 


und 


t der 


ktor 
)hne 
voll- 








Über quadratfreie Zahlen mit genau r Primfaktoren 
in einer arithmetischen Progression. 


Von Hans-Egon Richert in Göttingen. 


1. Die Verteilung quadratfreier Zahlen, welche aus genau r (> 1) Primfaktoren 
bestehen, ist von Landau!) und S. Selberg ?) untersucht worden. Hier betrachten wir die Ver- 
teilung dieser Zahlen in einer arithmetischen Progression, also z,(2; k, l), wobei wir von 
der O-Abschätzung des auftretenden Fehlergliedes verlangen, daß sie gleichmäßig in k 
gelten soll. Für r = f erhalten wir den Primzahlsatz von Page-Siegel-Walfisz ?), für 
r 2 2 scheint das Ergebnis neu zu sein. 

Auf dieses Problem wird man in der additiven Zahlentheorie folgendermaßen geführt. 
Der Vinogradovsche Beweis des Goldbach-Vinogradovschen Satzes gelingt auf den minor 
arcs mit Hilfe der von Vinogradov dort durchgeführten Abschätzungen, während das 
wesentliche Approximationshilfsmittel auf den major arcs der oben genannte Primzahlsatz 
darstellt®). Es liegt nun die Frage nahe, ob sich dieser Satz und ähnliche Resultate aus 
der additiven Primzahltheorie ebenso beweisen lassen, wenn man für die Summanden 
statt Primzahlen quadratfreie Zahlen mit vorgeschriebener Faktorenzahl r wählt. Da 
auf den minor arcs die zum Falle r = 1 analogen Abschätzungen bekannt sind’), läuft 
unsere Frage darauf hinaus, ob sich mit Hilfe der oben angekündigten Verteilungssätze 
die Approximationen auf den major arcs mit der notwendigen Genauigkeit durchführen 
und damit die genannten additiven Probleme lösen lassen. 

Es zeigt sich, daß diese Frage zu bejahen ist, und wir werden als das in ge- 
wissem Sinne einfachste Anwendungsbeispiel die asymptotische Lösungsanzahl von 
Pı + Pa + Ps Pa = n aus dem Satz von Estermann ®) angeben. 


2. Es sei 

(1) x eine hinreichend große reelle Veränderliche, die wir vorläufig als halbzahlig 
voraussetzen: 

(2) z=[a]+4, 
r, k und /! seien natürliche Zahlen, (k, !) =1. 
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Nauk SSSR, n. Ser. 80 (1941), 681—682. 

6) T. Estermann, A new result in the additive prime-number theory, Quart. J. Math., Oxford II. Ser. 8 (1937), 
32—38. 
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Mit %, %0, %ı werden die p(k) zum Modul k gehörigen Charaktere bezeichnet, mit 
. der Hauptcharakter, mit x, ein später (Hilfssatz 5) noch näher zu erklärender Aus- 
nahmecharakter. c,c',c,,...,c, sind positive absolute Konstanten, p, Pı, Pa --. be- 
zeichnen stets Primzahlen. s=o + it sei eine komplexe Veränderliche, und es seien 
weiter 
» ı{n) l x(p) 
(3) Ks )=27, a(! - 
die zu den genannten Charakteren gehörigen Dirichletschen Z-Reihen, für o = 1 durch 
analytische Fortsetzung erklärt, 


BETY 


PR für = 1%. 


End=- |0 für „+ %, 
(4) 268, D-2, .>1, 
vr 
und 
(2; k,l) = 2 1. 
pP’ Pr H,Pı ee <Pp, 


pP, p,=l(modk) 
Unter log s werde immer der Hauptzweig dieser Funktion verstanden. Die aul- 


tretenden O-Konstanten hängen höchstens von r ab, und eine leere Summe, wie $ 
für a> b oder 8 für k = 1, ist mit 0 zu interpretieren. usnzb 


p'k 
3. Hilfssatz 1. Für 0 > 0 ist‘) 
E(z)y(k) 1 
Ki ae u 
regulär. 
Hilfssatz 2. Es gibt ein c,(Z1), so daß L(s, x) in®) 
e 1 ur 
'- 1 leklıı ‚el=3, 


keine Nullstellen besitzt. 
Hilfssatz 3. Es gibt ein c, (Z c,), so daß?) 


MD =Ologk|i) in 1 — 4 


Hilfssatz 4. /m Gebiet 


o<2, |[t| >24. 


eslogk|t| ” 


1 


6: 1 oangkjı S = Re 


ist log L(s, x) regulär, und es gilt dort 
log L(s, x) = O(log k|t |). 
Beweis. Die Regularität von log L(s, x) in G, folgt wegen c, > c, aus Hilfssatz 1 


und Hilfssatz 2. Wir fixieren ein.t mit |!| >4 und setzen s, =2 + it. Da log L(s,, x) 
gleichmäßig in k und i beschränkt ist, folgt aus Hilfssatz 3 bei geradliniger Integration 


‚ 


7: 
log L(s, 2) = log Liso 2) + | 7 6 Dds =0M) +0dogklı)). 


?) E. Landau, Vorlesungen über Zahlentheorie I (1927), Satz 234. 
s) E.C. Titchmarsh, A divisor problem, Rend. di Palermo 54 (1930), 414—429, Lemma 3. 
») A.a. 0.®), Lemma 4. 
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Hilfssatz 5. Es gibt ein c,(=c,), so daß alle Funktionen L(s, x) modulo k bis auj 
höchstens eine (falls diese existiert, werden wir sie mit L(s, x,) bezeichnen) in !®) 


1 
q _ 1 ri ! ’ 
cz(log k + 1) 
keine Nullstellen besitzen. Existiert L(s, x,), so besitzt diese Funktion in dem genannten 
Gebiet auch nur eine Nullstelle, die mit ß, bezeichnet werde. (Dabei denken wir uns c, von 
vornherein so groß gewählt, daß der vorliegende Sachverhalt sich nicht ändert, wenn wir ce, 
durch eine größere absolute Konstante ersetzen; dann besitzt keine unserer I,-Reihen für eine 


r $ 1 
absolute Konstante ec Zc, in 1 — = 


1 
cz(log k + 1) ”  e'(logk +1) 
ßı ist reell und einfach, und x, ist ein reeller Charakter und yı # %- 
Im folgenden ist zu beachten, daß y, wegen %, # x, im Falle k = 1 sicher nicht 
existiert. 


lt|s5, 


eine Nullstelle.) 


Hilfssatz 6. Falls x, existiert, so gibt es ein c,(Z c,), so daß log en Kı) in !ı) 
1 


1 


ge = 7 1’ t| <A, 
regulär ist und dort 
As, xı) 
lo 2 = O(log k 
°—h (log k) 


gilt. 
Hilfssatz 7. /st x + x. und besitzt L(s, x) keine Nullstellen füro 21 —d,|t|=s5, 
so gult‘?) 
L' 1 ö 
i (s, x) -0(3) + Ollogk) no 21 ah = el sa. 
Hilfssatz 8. Für y + xı und y # x gilt 
L E 1 
L (s, x) = Ollogk) in o Z1 — gerllogk +1)’ 


Beweis. Wegen + x, hat L(s, y) nach Hilfssatz 5 keine Nullstellen in 
1 


c,(log k + 1) 


lt| <A. 


e2i1i— ellogk +)’ |t|<5, so daß wegen y + x, Hilfssatz 7 mit ö = 


anwendbar ist. 
Hilfssatz 9. Es gibt ein c,(Z Ac,), so daß für g + zı und x + x log L(s, z) ın 
1 


m et 1) = 


IA 


oe<2, jti|<s4, 


regulär ist und dort 
log L(s, x) = O(log k) 
gilt. 
Beweis. Nach Hilfssatz 1 und Hilfssatz 5 ist log L(s, x) wegen c, 2 4c, in G, für 


4 # %ı und % + %, regulär. Für s, =2 + it und s€G, folgt bei geradliniger Integration 
mit Hilfssatz 8 


n 
log L(s, 2) = log L(so, 2) + | 76, 2) ds = 001) + Ollogh). 


. 
80 


10) A. Page, On the number of primes in an arithmetie progression, Proc. London math. Soe., II. Ser. 39 
(1935), 116—141, insbesondere 131. 

1) A.a. 0.10), 128—129, Lemma 11. 

12) A.a. 0.8), Lemma 10. 
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Hilfssatz 10. /n 3 <o= 2,jı]<A 
silt '®) 


‚ ist log(s— 1) L(s, zo) regulär, und dor! 


log (s — 1) L(s, 20) = 0 (logk + 1). 


Diese Hilfssätze sollen uns nun zu den für unsere Rechnungen nötigen Abschätzungen 
von Z(s, x) verhelfen. Wir beachten, daß nach (3) und (4) für o > 1 


(5) . Z(s, 2) = log L(s, g) — R(s, x) 
mit 
(6) Red = 22 pm 
p n=2 
eilt. 


Man erkennt, daß A(s, y) für o > } regulär und gleichmäßig in ? und k beschränkt 
ist, so daß 
R(s, 7) = O1) für o 23 
und Z(s, x) mit Hilfe von (5) analytisch fortgesetzt werden kann. 
Wählen wir 
(7) 0g = Max (c,, 65, 4), 
d.h. insbesondere 
or | un 
sllogk +1) " A’ 
so folgt nun aus Hilfssatz 4 
£ 3 | ka de “ 
Hilfssatz 11. /n 7 si1- clog k|t] <o=<2,|1|>A, ist Z(s, y) regulär, und 
dort gilt 
Z(s, 2) = O log k|t |), 
sowie 
Zins, y) = O1) fürn 22. 
Aus Hilfssatz 9 erhalten wir 
Hilfssatz 12. Für 4 # x, und y = x, ist Z(s, y) in 
3 1 


G: z > ur = PT es2, 





t|=4, 
regulär, und dort gilt 
Z/(s, x) = O(log k) 
sowie 
Zins, y) = Ol) fürn 22. 
Nach Hilfssatz 5 und Hilfssatz 6 haben wir 


Hilfssatz 13. Falls x, existiert, so bezeichne G' das Gebiet, das durch einen geraden 
S - sG Blic / S b 
chnitt von A csllogk +1) bis ß, aus G entsteht einschließlich der beiden Ufer des Schnittes 
Dann ist Z(s, x,) in G’ bis auf den Punkt s = ß, regulär; h(s) = Z(s, xı) — log (s — ßı) 
ist auch in ß,, d. h. in G regulär, und dort gilt 
h(s) = O(log k) 


sowie 
Zins, ı) = O1) fürn 2. 


23) A.a.0.8), Lemma i. 
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Endlich folgt aus Hilfssatz 10 
Hilfssatz 14. G’ bezeichne das Gebiet, das durch einen geraden Schnitt von $ bis 1 ans | 


1 <os2, It 3 < 4 entsteht einschließlich der beiden Ufer des Schnittes. Dann ist Z (s, 20) 3 
in G'' bis Pr den Punkt s = 1 regulär; g(s) = Z(s, x%0) + log (s — 1) ist auch in 1, d.h. | 


in}3<o<2,|t | <A, regulär, und dort gilt 
8(s) = Ollog k + 1) . 
sowie 
Z(ns, %) = Ol) fürn Z2. 
4. Wir suchen jetzt eine Funktion F ‚(5, 2), so daß der Ansatz 
(8) POP: F(s, 2) ds 


die Beziehung 


(9) Z& xl) J.(z, y) = n,(2; k, |) 


ne 


liefert. Offenbar ist hierfür die Funktion Z’(s, x) noch ungeeignet, denn mit ihr würden | 


wir in (9) jede unserer Zahlen p, ** * Pr, Pı <Pa << Pr, der Restklasse von ! mod k 


mehrfach erhalten und auch diejenigen Zahlen p, : :: p, mitzählen, deren Primfaktoren | 
nicht sämtlich verschieden sind. Nach den sog. Newtonschen Relationen zwischen Potenz- 


summen und elementarsymmetrischen Funktionen ist aber 
(10) rF.(s, d) = EZ (— 1) +'Z (os, Y) Fr-s(s, 2), Fos,d) =1, 
=] 
also F,(s, g) =Z(s, x), Fa(s, X) = $(Z°(s, x) —Z(2s, z)) usw. Setzen wir allgemein 


11) Fiss )d)=  4,.n2 (2) Z"(2s, x) 2” (rs, 2), 
—; ER. | 
zii r 
so erhalten wir aus cn für die Koeffizienten a, ,, die Rekursionsformel 
(12) ra,, Bere 77 _ E- DI ri 1,9; 1:9, ? (v,, u v,) +(0, ee 0, 1), 
i=]1 


wobei die Koeffizienten, in denen ein Index negativ ist, mit 0 zu interpretieren sind, und 
ferner 


(13) Bi TORE Ya — rn, 
(12) und (13) werden nun durch 
r 1 
a, Be N ( endme) 
"=1 


befriedigt; denn für (13) ist dies unmittelbar klar, und wegen Ein, =rist 
i=1 


Na... eat) Liv, = TA, ....r, 
1 1: ‚ri 1,..,9, 1 ‚P, 


n=1 


(v1, so. v,) = (0, Ed 0, 1), 


wobei, wie es verabredet war, im Falle eines Koeffizienten mit einem negativen Index, 

d.h.a,,,... 
i=1 

liefert. Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung (11) gelten daher (8) und (9) mit 


r -1 
(14) F&)= 5 etw) Z’(s, 2) Z’(2s, 4) -- Z’ (rs, 7). 
08», rg 2, n=1 


> 
2, b...,,, Mit v, = 0, dieser in der Summe $ iv, einen verschwindenden Beitrag 
Ahle 


Einer 
i=] 





Aund ı 


jedoec 


Sinne 


jo in 
Integ 


und 


derhal 


wo ] 


(16) 


dlinige 


sel" 
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5. Zur Berechnung von J,(z, z) treffen wir die folgenden Vereinbarungen. Es seien 


1 ans ! ! 24 
5, X) } PN 1 
d.h.‘ (15) ‘ clogkT’ 


Aund wir erklären die folgenden Integrationswege, die sämtlich geradlinig gemeint sind: 


C:1+a—ioo:--1+a—iT; Ci: 1+a—iT---1—a-—iT; 


j C’:1—a—iT-- A—a—iÄi, 
C,,C',Cy seien die in bezug auf die reelle Achse hierzu spiegelbildlichen Weg», 
jedoch im gleichen Sinne durchlaufen, ferner 
(16) T:1—a—4--1—a T:il—a-  A—aH+fi, 
(17) w=C, +0 +C +17, +T7+0%+04+6:,. 
C, sei eine Schleife 1—a---1---1—.a, wobei der Punkt s = 1 im positiven 
Sinne umfahren wird, 
(18) w=C,+CG+C/’+T, +0, +T+0C’+6G+C.. 
irden Wir wollen den in (8) angegebenen Integrationsweg 2— 00:2 +1oo für 
wi k 7, in w, und für y # x, und xy + x, in w abändern. In den Zwischengebieten ist der 
- Integrand nach Hilfssatz 11, Hilfssatz 12 und Hilfssatz 14 regulär, so daß wir aus (8) 
enZ- . 
0 1 a : 
(19) Ita a) = an; | 5 Fels zo) ds 
und 
ei ie, u 
(20) IE) = gi J Frl, gas für EX #2 
1erhalten. 
Falls der Ausnahmecharakter y, existiert, unterscheiden wir drei Fälle. Wir setzen 
(21) Dos C, + C, + C + T,; + Cz + C; + C,, 
' wo I’, folgendermaßen erklärt wird: 
: Ist B, si — T. so setzen wir 7, = /' + /',, und nach Hilfssatz 13, (14) und 
un 
1(16) ist 
a z 1 ’ N 3a 
(22) Fyls, 2) =O(log’ —) + Ollog’ k), sen=N, +7, A Si: 
Ist 1— 7 <ß, <i 5: so definieren wir 7‘, wie untenstehend in jeweils gerad- 
iliniger Verbindung und erhalten nach Hilfssatz 13 und (14) 
y 1 
(23) Fals, x) = O(log' —) + Ollog' k), 
sely: 1 a—4i 1 Zi 1 + 1—a+ li, 1-<H <i-5- 
du Für f, Z1— 5 verstehen wir unter C,, eine Schleife 1—a---ß,:*-1—ainG, 
. die den Punkt /, im positiven Sinne umfährt, und setzen !', = T', + C), + !',. 
5 In jedem Falle ist auch hier der Integrand zwischen 2— 00-2 + oo und 
w, regulär, so daß jedenfalls 
i fs 
2). (24) Ind = gu; | 5 Fr nd 
gilt, | 
Journal für Mathematik. Bd. 192. Heft 3/4 24 
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Zunächst wollen wir nun die Integrale über die allen drei Wegen gemeinsarınen 
Wegstücke C'/, C), C,, v = 1,2, abschätzen. 


Aus Hilfssatz 11 erhalten wir mit (14) sofort 


1 ([» RR FRE IRRE uiid 
(25) ai | Fr, Du = Ola +7), v=1,2, 
und 
(26) 1 #5 (s, y) ds = A log’ kT\),  v=1, 2 
mil: ai T % Zee ie 


C, 


Für die Abschätzung auf C',, » = 1, 2, können wir uns auf C, beschränken. Hier ist 
o > A und daher nach (14) und (4) 


Fi), 
n=1 n 

wo 

(27) #"(n) = O(1) 
gilt. 

Für 7’ > T ist dann 

l+a+iT' 
l +a4 ie (+) 
2° » n 
(28) | Er 2) ds = aim) ds. 
1+a+iT . I+a+iT 
Beachten wir (2) sowie 
ers er® er 
E- us + Re 
so erhalten wir 
1+a+:i7” 
(2) 2," 2 2) 
n ” vr 5 4,1: 2 K 
[ as lernt le u  AWETE 
l+a+i7T g m g . og = 


und da diese Abschätzung von 7’ unabhängig ist, folgt aus (28) und (27) 


g 1 
(29) [irena=-o(7)2", 
C log = 


Von der rechts stehenden Summe schätzen wir zuerst die Teile ab, für die 


log — >]og2, d.h. © <> oder ->2is: 
Mr : (2) 2 gita 44 -0(* 
| DT er, 


log = 2 log2 n 
l n 





D| 


und 


Lage 





abgı 


wo 





Isarıen 


ler ist 


° die 
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Im Rest unserer Summe setzen wir n = x + r, wo v wegen (2) halbzahlig ist und 


_ = <»v<z gilt. Hier ist log” > — ‚ und wir haben 
2 n % 2 
l+a 
() 
(31) >> = Sm“ zZ - — O(x log x). 
. . a log P - e v Fi ; 


n v halbzahlig 
Aus (29) und (31) folgt nunmehr 


(32) af Er (9) ds = 0|” + ee, ‚1,2. 


C, 


Für y # x, und y # x, erhalten wir aus (14) und Hilfssatz 12 
2. ı ff, | ’ 
un 2rı | Ss F,(s, x) ds = O(z! -“ log’ k), «FIX Fr? = 1, 2, 


P 


und nach Hilfssatz 14 folgt 
Q 1 E ee en s 1-6 r | , Bu y 
(34) Iri f 5 F,(s, 20) ds = O(x" log = +0 (2! (log k+1)),» =1,2. 


£, 


Falls y, existiert, haben wir gemäß den drei Fallunterscheidungen für die mögliche 
Lage von ß, nach (22), (23) und Hilfssatz 13 





‚ei 1 FW. 
as | Fyls, 2) ds 
T, 
| 1 i . ie 3a 
o(2' log’ —) + 0 (x! log’ k) für dB, s1— 5» 
a 1 f a r 3a a 
o(x' + log’ =) +0(z' 4 log’ k) für 1 — 9, < Pı <1— 5 
1 g 1 a 
! * 1-a BER yl-a r r, 
ai ) Frl, zu) ds + O(z'-*log 7) + Oztlogk) für 21-5: 


Wenn der dritte der genannten Fälle vorliegt, muß das auftretende Integral über €, 
abgeschätzt werden. 
Es ist nach der Definition von €), 


BER 1 ” x 
(36) ,,, | “Frl, zu) ds 


Cs 


® unteres Ufer oberes Ufer 


2 a i Afz, 
pr ri | Ss (F,(s, Xı) — F,(s, Xı)) ds 1 | 3 F,(s, Xı) ds, 
K 


wo K, mit hinreichend kleinem e > 0 den Kreis vom Radius e um ß, bezeichnet. 
Nach Hilfssatz 13 ist 


1 


Ani 


j5 Fels, zu) ds = 0( (er . (log' 24 1gr hedp)=0(* e log’ UL 1ogrk) 


K; 


und wegen lim & log’ I- — 0 folgt daher aus (36) 


El) 


(37) Omi ,: F,(s, xı) ds = fs (Fr(s, 1) — F As, 2ı)) ds 


unteres Ufer oberes Ufer 


24* 
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Nun ist nach der Definition von h(s) (Hilfssatz 13) 
Z (8, X) —Z"(s, Xı) = (his) + log (Bı — 5) — i)" — (h(s) + log (fı — 5) + ai)": 


unteres Ufer oberes Ufer 
= 2("}) ((- ar — (ai)") (ne) + log — 9)" " 


-2-1 
j gr 4 = ni „—23—1 
= m 2 Wi + ı) if Z | 7 


H=V 
sis 


1 


(—1)# A’: 2-1 "(s) logr a 


und da die übrigen Faktoren in den Summanden von F,(s, y) nach Hilfssatz 13 in 6 


regulär und gleichmäßig beschränkt sind, haben u nach (14), (37) und Hilfssatz 13 


1 
(38) " "Fils, 2) = o(log”- 1k f log, de). 
Hierin ist 
P} f Pı-1I+a 1 
(39) | x* log’-! ds = ıfı [ 2tlog'"— di 
Ph — t 


“ “ 
l-a 0 
(BP, -1I+a) og x 

r-] F 


ar B> ( 2 ) (log log z)y-1-u | et log* > di. 


- log; 0 2 
Im vorliegenden Falle (vgl. (35)) ist f, zZ 1 — 2 also 
a 
pı —1+az 1—-7—1+0= 5 


und daher gilt 


(B, 1 +4) lou x © ‚ 
e ' log" z de = (1) FA) +0 | e a) 


v P, l+a)log 
= (1) T"()+ ol ) =0(1). 


Mit (38) und e" entnehmen wir hieraus 


A, log’! klloegl 
(40) 2 mi]; Frle, zu) de ol 


Nun stellen wir unsere Ergebnisse zusammen. (19), (18), (32), (26), (25) und (34) 
liefern 


j 1 Em l gi+a ' 
(1) Into a) = gu; | 5 Frles 20 ds + 0("E*) +0(*, Vog ar) 
C, 


+ O(x!-«log’+t!kT), 
und (20), (17), (32), (26), (25) und (33) ergeben 


I Pin 
(42) Irla, 2 = 0(" 7°) + 0(*7 Vog’kT) + Otat-logikn), 7 + 202 +20 
Falls z, existiert, so ist nach (24), (21), (32), (26), (25), (35) und (40) aaa 


43) Ita) =0(”, log’ kr) + of?) 4 0(2 : Jogr#1 kT 


+0(2 


ad log’! k (loglog x)"-! 
log x )- 


\ 
( 





nd ül 


wird, 


und 


mit c 


nach 








(34) 


Richert, Über quadratfreie Zahlen mit genau r Primfaktoren. 189 
6. Nach (12) erhalten wir nun aus (41) bis (43) 


ae f . .l 
(44) la) 1 5 JE rss 2) ds +o(*!8?) + 0(? 


7(k) Zmi T log’ kT) 


ı1-% t log’! k (loglog «)"-! 
n 4 +1 a ‚Bi 
+ o(z log kr) + o(2 Bar 7 
Wir fordern vorläufig 


(45) hs etliwer, 





ınd über das im Rahmen von 7T > 4 noch beliebige 7 verfügen wir jetzt so, daß 
kT = 2” 
wird, d.h. mit (15) 
log kT = | log x 

nd 
(46) FRE. 

c;ylogx 
owie 

Yıox« 

(47) Er, 


Die Bedingung 7 > 4 ist dann wegen (45) und (1) erfüllt. Beachten wir, daß nach 
19 jedenfalls ce, > 4 ist, und’setzen wir 


(48) e= 56 (> 2%), 


w erhalten wir aus (44) nunmehr 


5 Pa 
1 1 E F,(s, %0) ds ı Olze “N 


zdı log’ l 
“ = x o(k) 


Jetzt soll das Schleifenintegral über C', bestimmt werden. Wie bei (37) finden wir 
mit der Definition von C, 


1 f« me, 
50 . 2. , ) = r 7 '; , 40) — Fr S. 
2ri J $ s (s 10) .. Zn J S (Frls, 2) Fr 20) m 
C, l-a 


E giee ay). 
1 


Mit der Definition von g(s) in Hilfssatz 14 wird hier 


o ö 1 Mh 1 ‚\rı 
(51) Z"(s, X) — Z’'(s, X0) = (815) + log ser + zi) Eu (g(s) r log, ee — ai) 


unteres Ufer oberes Ufer 
r aA. -—- a—1 N 
— 2ni PB . A 1 (— 1)47224 E | 1 \g" B-1- 8 (s) log" 
EP Ya 2, +1 n=0 fi 1—s 


Da 
59) 69 „6 h) = EI) ZUR, 1) Zur, go), OSesn—isr-i, 


nach Hilfssatz 14 in |s — 1 | = $ regulär ist, gilt dort eine Entwicklung 


(53) G).. (sk) = 24). „(m,k)(1—s)", |s—1|<s}, 


m=-0 
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und wir erhalten aus (14), wobei wir, da anderenfalls bereits die Differenz (51) verschwindet, 
die Summation von », bei 1 beginnen können, mit (50) bis (53) 


1 Pa 
(54) 5; J = Frls, zu) ds 
} 2-1 


r RR (m »„! nn) 2 Mn ‚) (1a = y 


n„=0 


v1 
2 


1 


4 (w-24-1-u) "x Bir, m u 1 
2 (m, k) J s (1 s) log 1,5 ®: 


m=0 


Wir setzen 
1 


(55) A, = [ 21 s)r logr 


l-a 


m =0,1,23,..;0 sy sn, —Aisr—1, 


1 1 
ee _„t"logr— dt, 


und notieren zunächst die triviale Abschätzung 
1 


(56) H„,.(2) = 0(zar | log* ‚ai — O(xa®). 
ö 

Für das Weitere benötigen wir den 

Hilfssatz 15. Es sei r, > 0, ' 


fs) = Zanls— so)" 


m-0 


für |s—s,| < r, regulär und ebenda Ref(s) < M. Dann ist für m > 14) 


| am | = 3 (M — Re a,). 


. (s, k). Dann sind die Voraussetzungen von Hilfssatz 15 
nach (53), (52) und Hilfssatz 14 mit ,—=1,r, =4 und M = O(logk + 1) erfüllt. Für 
unsere Anwendungen werde hier gleich d,”’ , (0, k) berechnet. Wir beachten '°) 


— 
5-37" =C0—B, 


n=2 n p 


wo € die Eulersche und B die Mertenssche Konstante aus der Entwicklung 


(57) R. AR loglog x + B+ o() 


pysr 


bezeichnen. Dann erhalten wir aus (5), Hilfssatz 1 und (6) zunächst 


(58) g(1) = lim log (s — 1) L(s, x0) — R(1, %0) 

s—] 
© 4 g 5 . 1 
Sea A ae. PR 


n=1 pk 


(k 
k pk 
14) A.a.0.?), Satz 225. 
1) $, Selberg, Über die Verteilung einiger Klassen quadratfreier Zahlen, Avhdl. Norske Vid. Akad. Oslo I, 
No. 5 (1942), 10. 
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letzteres wegen 
y(k), 
k 


’ 


P} 3 ,p"-— Zig(1—,) = — lg IT (1 — ) = — og 


pkn=1 p pk 


so daß wir aus (53), (52) und (58) bekommen: 


TR a 
69) 42... 0-4 = (B-C— 2 ZZ" 20° Zrln 2). 


0,0 Y h r 
Nun ist !®) 
(60) 3 < g1=0O(log h) 
pk 


p'k 
so daß aus (59), (60) und Hilfssatz 14 
(61) ‚„ (0, k) = Olloge k + 1) 


folgt. Wegen (61) liefert uns Hilfssatz 15 jetzt 
(62) di, (m, k) = O(4"(loge k + 1)) für m = 0. 


Mit der Abkürzung 


u 
M= 5 log x 


folgt aus (56), (62) und (45) 
zZ di. ”,'°® (m, k)H,, „(2) = O(zllog"""'""k + 1) 3 (4a)”) 
M 


m>M 
1 
. olz (log ' k + 1) (4a) « Ye?) 
.- olx ws re : Viog 210g (% Yıog »)) un Olzxe - Yiog .) 


und hiermit erhalten wir wegen (49), (54) und (55), wenn wir für ß, die von Siegel und 
Walfisz herrührende Abschätzung !”) 
1 
ßı si— be, d = Me) 


benutzen, 


(63) n,.(2; kl) = 1 P} (— 1)! (I va! n’")-' 


P(k)os,,57r, i- ) n=1 


) 2 an.#,' "(m k) He) 


o<msAM 


„„. 108°" k (loglog x) '\_ 
p log x 
Wir bilden nun 


a 


a ı | u-!tm log" = | u-!m Jog* dt = | | u-tm logr = de). 


m, 


oo 


0 0 a 


Fürt> a0 <usr—1,0 <sm<sM,\yx <u<z ist wegen (46) 
t 


1 2 
u-'t log — = ou ). 


) A.a.0.?), Satz 221. 
17) A,a. 0.3), Hilfssatz 2. 
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so daß wir 


oo 
«a 


HA, ,@)= J ve log" di + o(u *) 


- z (7) (og1og u)” (— 1)" fe * gm Jog" "" 


ze log" +! u. 
(loglog u)’ 


- 2) Tr + ou 


für Yysuszı,0smsM,0susr—i, 


erhalten. Mit (56) folgt hieraus, wenn wir zur Abkürzung 


e “(loglog u)" 
(64) L,.() : J ya 


setzen, für O<m= MOzsusr—i1 


H„,.(@a)=H,.(e)+ J H,, „(u) du 


n) er 1)" m ” (m + 1) Ly,m t (2) u 


Verwenden wir dies endlich in (63), so erhalten wir bei Beachtung von (47) und (48) 


(65) n,(2; kl) = 1 P; 5 A,(h,m, k) L, „:ı(*) 
4 ns iyas®: hsr-1 7) 


1 1- A, r—1 r—1 
„Ve x log kiloglog x) 
Hole )+ o „(k)log a 


mit 
A,(h, m, k) = 


r 
Ziv;-r, ‚21 
i=1 


. yg (* —27—1 
hsus», -24-1 di 
Nun wollen wir uns noch von den beiden einschränkenden Voraussetzungen (2) 
und (45) befreien. Die Bedingung (2) können wir fortlassen, da man in (65) erkennt, daß 


die Änderungen aller Glieder in einem Intervall der Länge 1 von den Fehlergliedern ver- 
1 


schluckt werden. Ist (45) nicht erfüllt, d.h. ist k>e? ‚ so folgen in trivialer Ab- 
schätzung wegen (48), (62) und (64) unter Verwendung von ') 


] log x 


18) E Landau, Handbuch I (1909), 218— 219. 
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(66) 


die Aussagen 


u-oleit 


. V ıog x ] log x 
aA; hd = Ol + 2k)=0lze ni )=o = ° ) 


PP A,lh, m, k) Lim + (2) 


osh<sr 


0 x log'-! k(loglog x)""" 
.p (k) log x 


— — = oz 


Damit haben wir den 
Satz 1. Es seien r,k und | natürliche Zahlen, (k,l) =1. Dann gilt für x 2 und 
jedes e> O0 gleichmäßig in k 


1 


p(k) z = A,(h, m, k) Lu,m ) (2) 


y ushsr-Ii 
V og x 


(67) z.(a;k,l)= 


oOosms - 
e 


- : yon) log’- -1 k(loglog sy ) 


+ +02 ir olklog z 


Alıımk)= 2 rl Irntme) 


0sv,Sr,iel,...,r n=1 


, 
‚Zirien v‚z1 
[3 


- 2, en 9enlA)e- ar mr 
hsusn-B-1 .u 100 h 
wo c eine absolute, b eine nur von e abhängige Konstante bezeichnen, und die L,,„(x) und 
die d,‘' ,,(m, k) in (64) und (53) erklärt sind. 
Für r = 1 verbleibt in (67) nur ein Summand, für den», =1,/=u=h=m=0 
ist, denn mit », =1,i = u = 0 reduziert sich un a (52) die Dasstellung (53) auf die 
Konstante 1, und aus Satz 1 folgt daher 


1 
(68) ae olze +") ol = 
n,(2; kl) = p(k) 0,102) + Olxe 1: p(k) log x)’ 
d.h. der Primzahlsatz von Page-Siegel-Walfisz ’°). 

7. Mit Satz 1 lassen sich nun, wie in der Einleitung bereits erwähnt, weitere additive 
Probleme lösen und deren Lösungsanzahlen asymptotisch berechnen, bei denen die auf- 
tretenden Summanden aus einer vorgeschriebenen Anzahl von Primfaktoren bestehen. 

Wir wählen ein einfaches Anwendungsbeispiel, indem wir uns die Aufgabe der 
asymptotischen Bestimmung der Lösungsanzahl von 


(69) Pı t PL. + Ps = N, Ps < Pa 


stellen. 


0), A.a.0.9) 
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Bezeichnet y(n) die Lösungsanzahl von (69), so besagt der Satz von Estermann ®) 


1 n? 


u. rn c; log®n loglog n 


fürn=1(mod2),n>N,- 


‚Aus unserem Ergebnis (Satz 2) wird insbesondere folgen, daß (70) auch für n =0 


(mod 2) (sogar ohne Faktor 


1 e . 
a | gilt, während für n = 1 (mod 2) 


D} 


SR DE _ : 
y(n) 22 rn loglogn, nZn,, 


Es seien 
(71) n eine hinreichend große natürliche Zahl, 
(72) o= log" n, 
(73) o(y, n) = Zer*'w, 
ps 


(74) o(y,n)= 2 ern, 
r,p zn 
Pı D; 


(75) rnlyın)= & (og ‚ee, m>1, 


(76) s(yn)= $& loglog v eanive 
2<sSrsn log v 
R(y,n)= 2 etw, 
Isrsn 
-1 


tm 


U, (l,k) == | o°(y, n) o(y, n) e-?riundy 


n + Y, n) o(4. + y, n) us dy, 


(79) j(n) = | r:(y, n) s(y, n) ern dy, 


l 
-1 


em 


won 


(80) In{n) er [ ri (y, n) r„(Y, n) e a dy, 


(81) = | rin. (un ) "ray, 


(82) J*(n) zn | R’(y, n) e ?riun dy, 


(83) A*(n) = f R:(y,n) R (vr, 2 ertmim qy, 


\ / 


20) A.a. 0.5). 
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1 
2 


(84) p’(a) = | R’(y, n) e”""dy, 


. 
1 
2 


1 


| 
(85) a (n) = | R'(y, n) R(yp, 2 e?rinm dy, 


(86) =: on-!---1+ own. 
M sei die Menge aller ye‘}, für die zwei Zahlen ! und %k existieren, so daß 
(87) 
(88) 
(89) 
erfüllt sind; m erklären wir durch 


Ferner seien 


(90) 


(91) 


(92) . Dı(n) 81. 
p k 


v2 9°(k) 
Jetzt beziehen sich unsere Abschätzungen auf die Bewegung n — ®. 


8. Wir benötigen die folgenden Hilfssätze: 
Hilfssatz 16. Für yem, y = z 4 : (l,k) =1, || <1, güt®') 


Min (k, r) >. 


l 0 


Hilfssatz 17. Es sei y= te (l,k) =1, || <1,e>0. Dann ist?®) 


Lie 


| a n i 
o(y, n) -o[n log n (Min (k, r)) )- 
Hilfssatz 18. Für yem ist 
o(y,n) = oln1og no =) ; 
Beweis. Folgt aus Hilfssatz 17 mit e = 10-? und Hilfssatz 16. 
Hilfssatz 19. Es seien (h,k) =1,1<ks<so,1<sv<n. Seizt man 
Pa 
a,(v;k,h) = =. = y(h) „2 Er 


p=h(mod k) 


+ d,(»), 


so ist 


(93) d,(r) = O(no”®). 


21) H.-E. Richert, Aus der additiven Primzahltheorie, J. reine angew. Math. 191 (1953), 179—198, Lemma 1. 
22) ]. M. Vinogradov, A new estimation of a certain sum containing primes, Mat. Sbornik 44, n. Ser. 2 (1937), 
183 — 792, 
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Beweis. Nach der Eulerschen Summenformel ist für feste k und m 
(loglog 1)’ 
(94) L,,m+1(®) u. log" +! u +0(1), 
und daher folgt mit k = m = 0 die Behauptung (93) wegen k < » aus (68). 
Hilfssatz 20. Für die durch (90) erklärte Funktion D,(l) gelten ®) 
k 
(95) Dil) = Zdu (2) a 


d «(l,k) 

(36) Dil) = u(k) für (l,k)=1, 

D,(l) D,() ER D,.,() für (k,, k,) —_ i, 
(97) ID. |< ph) < k. 
Hilfssatz 21. Es seien (h,k) =1,1 sksw,1<»<n. Setzt man 
1 loglog u C 1 
„(v; k, h) = i= — , 
6 Pı Pı el p(k) Fe A v log u 7 p(k) 3 ı log u 


Pı pP =h(modk) 


+4 5 mm... 


6,(»), 
p(k) 0<Sms 10 2<u<, JOg"t! u + .( 


so ist 
d,(v) = O(no®). 
Beweis. Nach Satz 1 ist wegen k < w 
1 e 
L 
p(k) lt p(k) 
1 


+ Y (k) & d(!’(m, k) m! in ı(») + O(no % 


1 
0sms 5 V iogr 


nz(v; k, h) = L,,ı(®) 


Hierin gilt für festes natürliches g nach (62) 
1 


Y (k) P> di, (m, k) m | L,, m + (9) 


Sms : Vlog» 


w 
: /lo y m 
l k 1 4 , m u; | g 
gvYy (k) ıSms%4-1 log v log y 


24sms : Vıiog v 
[4 


” Oli B e un -) 


so daß wir mit g = 101, d. h. wegen (72) mit log®+! n = w®, unter Verwendung von (94) 
und (62) erhalten 

logk +1 

(log k + 1) x 


0,0») = O1) + Oma‘) + 0| nn z „am = Ono-9). 


Hilfssatz 22. Für die durch (75) bis (77) erklärten Funktionen gelten die folgenden 
Abschätzungen 


/ 


(98) "m(y,n)=0O m „)> 
(99) my, n) A: z 


2) Vgl. 7), 188, 
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(100) 


ws nal) 

(102) R(y,n)=0O(n), 

(103) Ryn)=0(..) 2 stehst. 
Iyl’'n 2 


Beweis. Die Abschätzungen (98), (100) und (102) sind nach (75) bis (77) trivial. 
(103) ist bekannt?*). Nach der Eulerschen Summenformel ist wegen m >21 für 


0<|y|=s . 
jn 


(un) = | 
V- \ 
=0( y| an) ” o(,22,) ” o|\ | — 


n 
E ezriyu 


Kon da + O1) TRRT o| | u 


und 


2 "grün loglog u Yn loglog n ( n loglog n 
sn | log u du + 0( log n )+ om +0 I#| log n 


n 


(ee) 10 o() "eb \ 10 | y| n loglog ")- 


Hieraus folgen für 2 y| < 2 die Abschätzungen (99) und (101). 
/n 


log n 


Hilfssatz 23. Für m Z1 ist 
i n? 
Im{n) =0 ar n) e 
Beweis. Nach (80) und Hilfssatz 22 ist 


n-1 en ı 
n n? 1 dy\ _ n° 
Im(n) er. 0 (u f dy + log” +? n f .) k35 0 I .) ö 
0 n-1 


Hilfssatz 24. Für |y| < : ist 
n 
loglogn loglogn 5 i 1 n 
logn R(y, n) -0( logn Min |, „> en) 
1 j 
R(y, n) = Mein )- 
Beweis. Nach (76), (77), (75) und wegen 
(loglog v)" n(loglog n)* o(" (loglog n)" ur 
»<s7<n lbgr  Iogn log? n ) RER 


(104) s(y, n) — 


16) EM gg 


_loglogn n „ floglog » loglog ’)e geriyn 
s(yn) logn aa dan Euulc +, Z.| log » log n 
loglog v loglogn u (" loglog ") 


-0W+0( z Be 


2sı£n log v log n 


2%) E. Landau, Über einige neuere Fortschritte der additiven Zahlentheorie, Cambridge Tracts No. 35 
(1937), 28. 








198 Richert, Über quadratfreie Zahlen mit genau r Primfaktoren. 


und ebenso 


nym)—,  Ryn)=00)+0| x 


1 1 1 n 
log n ek ))- 
Wegen (101), (103) und (99) folgen hieraus unsere Behauptungen. 
Hilfssatz 25. Es ist 


h .'_loglogn „,, _ „["loglogn 
(106) Fon en) 
Se n? 
a et . wa 
(107) oO ogn) > 
"4 _n[n? loglog nr’ r 
(108) ee = zn) PS 
Beweis. Nach (104), (102), (103) und (105) ist für |y| = , 
n 
. _loglogn loglogn „„ „[ 1 _\ az: 1 n 
n(yın) s(y,n) = log? n Ryn)+ o| log? n u \ y|’ n) m. \ y |'log n)) ® 
so daß wir aus (79) und (82) erhalten 
loglogn ., 
(109) ln) — In 


log n 


n 1 " _ 
_ loglog n a n ([ dy, (dy) _ of[r*loglogn 
log’ n oe] YFjogn | ar y? | log! n )' 
0 n-1 


N vorn 


n 


und in ähnlicher Weise folgt (107). Für p <o und |y| = 7 haben wir wegen (105), 
n 
(102) und (103) 


\ 


n alyp, z 1 : 1 n 
r.(up, = — log + o(, er Min \ yp loen)) 
p 
rlyp,”) ‚ 
a ? 1 7 10gn Min || y| -_ )) A‘ en Min | , n)), 


also nochmals mit (105) 


n 
Ä R’(y, n) R(yp, 2) | 
. n p 1 - 1 se n 
rı(y,n)r ‚—)= o( Minz{ ‚n)Min|, 
loglogn „;: ( 1 
Min? . 
ok ” v7”) 
Hiermit folgt dann (108) nach (81) und (83) in derselben Einteilung wie bei (109). 
Hilfssatz 26. Es ist 


\ 


log? n 


.,.. _ n° loglog n n? loglog n 
(110) In) = 2 log’ n > o( log’n ); 
} n? n? 
(114) = geei +0(0,): 
2 . en. n? loglog n RR 
(112) ;»(n) u nr 4 o( »iagin )» pzo. 


und 


Nun 
Bea 


un 
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Beweis. Zunächst ist wegen (82), (84) und (103) 
- d 
(113) j*(n) — j**(n) = O( [ +) =omo) 


und wegen (83), (85), (103) und (102) 


d n?w-! 
114 2) — an) =0(" | 0 
(114) zn) — 35*(n) = 0(* F) () 
Weiter sind nach (84), (85) und (77) 
R 
115) j*n)= Z A= 2 u-V= EZ W-NV=5H+0m), 
.. a2 Isusn-Il = 


(116) Aln)= 2 i= 3 m-N=- 2 n— up —1)=7, +0). 


lsr; sn n n 


en Isr,s 1 

i=1,2 u ana, 
E n 1susn-I|I n—-1 
lzsrn,s . v‚p+tu=n Isus n y 


v.+9+r,Pp-n „= PM 


Nun folgen (110) und (111) aus (106), (107), (113) und (115), und (112) erhalten wir bei 
Beachtung von p < w aus (108), (114) und (116). 


Hilfssatz 27. Es ist 
Dun) = 00), 


1 g°lh) 
BA--UN0PT Be 00), 
‚zZ ih Di(n) = 00h), 
k i 
2 ‚ih Di{n) Z1=0w hy, 


Beweis. Sämtliche Feige folgen unmittelbar aus (97), (66) und (60). 
9. Wegen (69), (73), (74) und (86) gilt 
(117) y(n) = fe n) o(y, n) e"**'vrdy 

= fe n) o(y, n) e-?"'vndy + [ o*(y, n) o(y, n) e-?"iundy. 


m 


Nach der Schwarzschen Ungleichung haben wir bei Beachtung von Hilfssatz 21 


[| e(y, n) o(y, n) |dy < |] [! 0®(y, n) E71 02(y, n) |dy 


i n \t/nloglogn\! =. n log? log n 
= Olljen) | log n \)-o( log n ) 


und folglich mit Hilfssatz 18 
(118) j[o*(y,n)o(y,n)e-"vrdy < Max |o(y, n) | [| e(y, r) o(y, n) |dy 
m yem m 


— O (n?logtlogno” “), 
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Aus (87) bis (89) und (78) erhalten wir 
(119) je (y‚n)oly,n)e=wdy= 3 2 UVulık), 
lskso nl 


denn die Teilintegrale auf der rechten Seite überschreiten die Grenzen von “% nicht und 


überlappen einander auch nicht, da für zwei Fareynachbarn Zu nd 7 wegen (71) 


’ 


oe) (ern) 20m 20 


gilt. Nach (117) bis (119) läuft nun alles auf die Bestimmung der U,„(l, k) hinaus. 
Wir haben 
2ni ı . ? nilh 
(120) (+ +y, n] = ze G v)» + ze k B> rim, 
k p k ıishSsk rn 
(h, k)=1 p= h(modk) 
und hierin ist nach Hilfssatz 19 und (75) 
(121) I: >; e:rivp — = (n,(v; k, h) — zı(v iin 1; k, h)) e?riyv 
ran 2srsn 
p= h(modk) 1 1 
gr. kw; 
rı(Y, n) + d,(n) e?riyn E= (1 — e?iv) ze 1) ı(») e?riyv 


 gplk ) 2<vsn-l 


+9) A — 1) erw 


= „ih rı(y,n) + O (no) für |y| < on, 1 <k<w,(h;k)=1. 
Verwenden wir dies in (120), so erhalten wir wegen (96), (97) und (60) 

(122) 0 (£ +Y, n) = A r(y,n) + O(no-4) für |y| Son-ı,1<k<oy,{,k)=1. 
Eine ähnliche Approximation auf M wollen wir auch für o B +y, n) durchführen. 


Nach (74) haben wir wegen (88) zunächst 
Znilh 
(123) ol£ +9 n) = ge: 5 
1<sısk PM Sn 
Pı <Pı 
PP, =h(mod k) 


er=iyPı Pı 


Zailhp 
P} ezriyp P: + E Ze k E erriypp: + O0 (0?) R 
mmzsn PB oa 6” 


a Pı Am as p 

192, =h(mo k k 
(n, „) -1 »,—h( mod „) 

Hierin ist wie bei (121) 


zZ 2 Em m n r. (up, ,)+0(% >) tür |y| Son“, 1sk<so, (A 5) =1,Plk, 
ns; (5) p 
f \p 
»,=h(mod )) 
also mit (96) wegen z, <yı =0(1) 
pik P p pP 


Zailhp 
Be Mu Br SEE BE u? Fr rılup,7) + Otno-) 
pik - 


- Isis, ns" 


(5)  mmalme,) 


für |y|<on-,1<sk<o,(,k)=1. 
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Weiter ist mit Hilfssatz 21, (76) und (75) 
ds FOREN 1 C 
zz Wim n(v;k,h)— aa(r —1;k,h)) ee" — s(y,n r,(y, n 


pymzn 2sıs ( 


Pi P: 
PP, = :h(modk) 


+ E d‘’’(m, k) m r„ . (y, n) + 0,(n) ezriyn + (1 — ei) B; d,(») erw 


0s Wi 100 p(k) 2srsn-Ii 


s(yn)+ N, ED (m, k)mirmuly,n) + O(no-) 


C 
p(k ) F (k) 0< m<s 100 
für |y| son, 1 <k<o,(h,k)=1, 


folglich mit (96) und (97) 


g n 


2nilh 


aueh k) u(k) 
125 Eu EUR: zu ah s(y,n ” C r.(y,n 
En: k er n q (k) (y p(k) ı(y 


(h,k)=1 
PıPa TR 


+ n(k) ZE dÜ! (m, k)m!rn+ı(y,n) + Olno-*) 
q (k) .- m < 100 
für ly| Son, iA <ksow,(l,k) =1. 


(123) bis (125) liefern uns bei Beachtung von (72) 


u(k), u(k) 
g(k) s(y,n) +C y(k) r(y, n) 


k 
ke u 
"5 m kmimuın) + & N r.( 
q (k)osms 100 pk e(*) 
‚p 
für y|<on,1<k<o,(,k)=1. 


Aus (122) folgt mit (98) 


(126) o(+ +y, n) = m 


+ yp, ») + O(not) 


ern) mr ol) 


und dies liefert zusammen mit (126) wegen (98), (100) und (60) 


(127) er + Y, n) e(; + Y, n) 2, = r(y, n) s(y, n) 


H C Er ri (y, n) + u(k ) 


u?(k) «(z) 


ek) Z HL ri (y, n) r.[yr, 5 + (5) 


p 
für | y|< on-!, 1sk<so, (l,k)=1. 
Nun ist für p|k 


3 P2 d,,’(m, k) m! ri (y, n) T m +1 (y, n) 
Y°(k) 0<m<s1W 


+ 


ul; uk) 
Te . > —1); 
r (#) (k) 


(128) u? (k) 


denn ist k nicht quadratfrei, so verschwinden beide Seiten, und anderenfalls ist 


(», -) = 1. Dann folgt 


Journal für Mathematik. T:d. 192. Heft 3/4 
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'k 
ul (— u(p))u\—)4 MM 
„2(k) ‚) = u*(k) 17) eh = N. bem 
(#) 4 (&) v(p) ZcH iR 
P, p}’ 
Integrieren wir (127) nach Multiplikation mit e-?*"'v"r über — mn!" on-!, so und 
ergibt sich nach (78) bis (81) mit (128) 
en k ( ulk 
er a m) 
u(k) i u(k) : n?w-? 
+ y 3(k),. .z a di,’ (m, k) m! jm+ı(n) — y3(k) 2 (pP —1) A,(n) + o( q (k) 


1<skso,(l,k)=1. 


Summieren wir wie in (119) vorgesehen, so erhalten wir hieraus wegen (90) und (95) 


Ba. Ce) [eo m alyın)ernmdy ji) 2 "sy Dil | 
da 
+ Cj(n) F nk) Dın)+ 3 m! jmrln) = Fu D,(n) d,,’(m, k) 
ı<skso F (k) 0Sms100 (k) 
— 5 HD Dun ZW— 1 3,(n) + Onto3). 
2 <ksoF (k) pk 


Wegen Hilfssatz 23, (97) und (62) ist 





u(k) (1) = n® Ai n® 
u E : y°(k) a Mi, & 100 logn+s n) =O|jog4 a) 

so daß aus (129) bei Baha von (117), (59), (118) und (72) alsı 

en ie „  ulk) 

mil) 2 SuDamd+Chm 2 Fa Dei) 
u(k) ( GT u(k) : ‚ 
4 hin) Z „y>(k) D,(n) | B—C 2, 8 „3(k) Din) 2 irn) +O|joga 2 Lö: 
folgt, woraus wir mit Hilfssatz 26 bei Beachtung von Hilfssatz 27 Gle 
__.n? loglog n u(k) 
= gen a De Y 
Bn: u(k) en. ..:; u(k) e von 
F Dlogen zogen, 
n? u(k) p—1 n? loglogn 
in D 0 
log? n,.—. yp?(k) «(n) p + | log! n I De 
 n?(loglogn + B) u(k) Be, u(k) wä 
2 2 log? n ._ „ 9° (k) Di(n) 2 log? n 2. „ Y°(k) Di(n) < . Ki 
n? loglog n\ 
+ o( log' n " 
erhalten. Wegen Hilfssatz 27, (91), (92) und (72) folgt hieraus jetzt 
n?(loglogn + B) „ Fon n? loglog n 
u 2 log? n Sr + 2 log? n Sıln) + o( log! n ) 
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Um noch die nötigen Kenntnisse über die Reihen S(n) und ©,(n) zu erhalten, 
bemerken wir, daß aus (91), (92), Hilfssatz 27 und Hilfssatz 20 folgt: 


aha Di | : 
(131) S(n) -n (1 . nn) -n{! '6- y:) ( % (P— 2.) 


50 und 
a je E D,(n) 2, u(m) 
132) S,(n)=- Pe u D,„ 
132) SmM= ZZ um Pr) =E 0) ZZ, gem) 9) 
(m,p) = 1 
1 1 1 
. 14 
— 1)? Aa (Po 1.) | j (Dh) 
Pı+tP 
1 1 
en ki 
zo yAl (Po- a! + ,1p) 
Pı+tPp 
Aus (131) erkennen wir 
(133) S(n) =0 für n = O(mod 2), 


da dann der erste Faktor von &(n) verschwindet. Anderenfalls ist 


1 1 6 
134 S > > ——|=—> . 
(134) S(n) = n(! Due 1) > Il (1 „) > 0, n = 1(mod 2). 
Dagegen ist ©,(n) für n= O(mod 2) von Null verschieden, da dann aus (132) folgt: 
1 1 1 
Sı(n) = FF 1 — 1+ 
( pn (pP — “ (Po Pr 1)? .) a | (Pr — 1») 
mtr 
1 
1 — 1 - =D; 
2 | (Po - )alt4 (Pr — 13) 
also wie bei (134) 
6 
(135) S,(n) 2 — >0 für n = O(mod 2). 


Aus (130) und (133) bis (135) erkennen wir, daß für jedes hinreichend große n die 
| Lösungsanzahl y(n) > 0 ist, und wir haben insgesamt den 


Satz 2. Es gibt eine Zahl n,, so daß für jedes (ungerade oder gerade) n = n, die 
Gleichung 

(136) PpıtPptPpm=n 
in Primzahlen p;, i=1,2,3,4, ps < Pı, lösbar ist. Bezeichnet y(n) die Lösungsanzahl 
von (136), so gilt 





((loglogn + B) &(n) + ©, (n)) +0(* log log "). 


PR“ log' n 


2 io . n 
Dabei sind S(n) für n = (mod 2) und ©,(n) für n = O(mod 2) gleichmäßig in n positiv, 
während &(n) = 0 fürn = O(mod 2) ist, und B(= 0,26... .) bezeichnet die sog. Mertenssche 
Konstante aus der Entwicklung (57). 





Eingegangen 12, Dezember 1952. 


Zur integrallosen Darstellung reeller isotroper Kurven. 


Von Rahmat Ara und M. Pinl in Dacca (Pakistan). 


Die quadratische Maßbestimmung 
(1) ds? —=daı + di? +: + da 


des n-dimensionalen euklidischen Raumes A, ist positiv definit (ihr Trägheitsindex r hat 


den Wert 7 = 0). Die isotropen Kurven des euklidischen A,, d. h. die Nullinien der Maß- 


bestimmung (1) sind daher notwendig alle imaginär. Demgegenüber gibt es in pseudo- 
euklidischen Räumen mit indefiniter Maßbestimmung (7 = 1,2,..., an— 1) auch reelle 
isotrope Kurven. Jede dieser indefiniten Maßbestimmungen geht aus (1) durch eine 
passende imaginäre Kollineation der kartesischen Punktkoordinater hervor. Man sollte 
erwarten, daß durch solche Kollineationen auch die bekannten expliziten Darstellungen 
der isotropen imaginären Kurven in solche entsprechender reeller isotroper Kurven über- 
gehen. Demgegenüber gibt es jedoch spezifisch imaginäre explizite Darstellungen, die 


auch in pseudoeuklidischen Räumen wieder auf imaginäre isotrope Kurven führen. Wir 


untersuchen im folgenden die Fällen =3, r=1;n=4,r=4lundn=4 r=2. Im 
letzten dieser Fälle lassen sich zwei explizite Darstellungen reeller isotroper Kurven 
gewinnen, deren eine,durch die Lösung eines dem Mongeschen äquivalenten Pfaflschen 
Problems gewonnen wird. 


$1. n=3,7=1. 


Wir wählen eine beliebige reelle Funktion f(t) des reellen Parameters t, deren dritte 
Ableitung f’”’(t) nicht identisch verschwindet und setzen: 














‘ ‚ 1— 1? 7 ‚ 7 2 1 f? 7 
a |u=1-47- Zn ae H, nel 
Dann gilt: 
‚ 1—1 77 ’ zZ ‚ 1 1? 7 2) rg ‚2 
TE MM, =", ,= > tar =0lhf. 


Die Gleichungen (2) sind also eine integrallose Darstellung der reellen isotropen 
Kurven des pseudoeuklidischen Raumes A, und erfassen alle reellen Integralkurven des 
Mongeschen Problems 


(3) da! + da} — da} = 0 
mit Ausnahme der diskriminierenden Lösungen!) des Problems. Durch die imaginäre 
Kollineation i 


yı ia, Yy= I, = ia,, i=y—1 


!) Vel. D. Hilbert, Math. Ann. 73 (1913), 95—108; W.Gross, Math. Ann, 73 (1913), 109-172; 76 (1915), 
244— 283. 
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geht die explizite Darstellung (2) unmittelbar in die bekannte integrallose Darstellung 
der isotropen Kurven des euklidischen A, über?). Die Formeln (2) können jedoch auch 
im euklidischen A, gedeutet werden. Zu diesem Zweck betrachten wir im A, den festen 
Einheitsvektor e und den Winkel # zwischen e und dem Tangentenvektor r’(t) einer 
Kurve r(t). Ist r(t) Lösung von (3), jedoch r = 0), so ist r keine isotrope Kurve und ihre 
Tangentenvektoren können als Einheitsvektoren t angesehen werden. Nun sei # fest und 
e ein Einheitsvektor in der positiven x;-Achse. Dann gilt 


x ‚2 ’ "2 
et - —- -= 089, + =1g9.12. 
V\ata+m 
Für d= z erhalten wir wieder x)? + 25? — x,’ = 0. Damit ist gezeigt: 


Die reellen isotropen Kurven (2) des pseudoeuklidischen R, (t=1) sind identisch mil 


den Böschungslinien der Steigung ® = T des gewöhnlichen euklidischen R,; (=). 


2 nn =4r-1. 


Beschränkt man sich auf die integrallose Darstellung der isotropen Kurven des 
euklidischen A, als Gratlinien geeigneter einparametriger Scharen linearer Unterräume 
des R,, so ergeben sich zwei verschiedene Typen, je nachdem, ob es sich um die Gratlinie 
einer einparametrigen A,;-Schar oder um die Gratlinie einer einparametrigen A,-Schar 
handelt®). Die Gratlinien ergeben sich durch Auflösung der in x,, &3, %, x, linearen 
inhomogenen Systeme 


4) eWi+f)d=0, eWe+ FI, "Wit WI, e"WEe+W=0 
bzw. 

5) Erd =, rt, erde, ri —=t. 
Dabei bedeuten x(t) den Kurvenortsvektor, e,(t), ez(t) die Stellungsvektoren der ein- 
parametrigen Ebenenschar, e(t) den Stellungsvektor der einparametrigen R,-Schar, f(t) 
und g(t) analytische Funktionen des komplexen Parameters i. Für das System (4) muß 
(e, e’, e”’, e’’) #0 vorausgesetzt werden, für (5) entsprechend (e,, &,, €), &;) #0. Damit 
die aus (4) bzw. (5) hervorgehenden Gratlinien isotrope Kurven sind, ist notwendig und 
hinreichend ®) 


6) [se,e’?=0, (,e,e’,e)E0I, e?+0, {it}, (Typus (3, 3)), 
(7) ei & e,®& 0, (e,, e e, e,) = 0, it}, (Typus (2, 1)). 
Versuchen wir jetzt diese Methoden expliziter Integration (3, 3) und (2, 1) auf den 


einfach pseudoeuklidischen A,(r = 1) zu übertragen, um insbesondere in diesem reelle 
isotrope Kurven zu gewinnen! Wir beginnen mit (3, 3) und setzen: 


e ={ cost, sinzt,Cost,Sint}, e® = cos?t + sin?t + Cos®t— Sin?t= 2, 
e = f{—sint, cost, Sin t,Cost}, e’? =sin?t + cos?t + Sin?t— Cos?t—=(0, 
e”’ = {— eos t, — sin t, Cost, Sin t}, e’?= cos?i + sin?t + Cos®?t— Sin’t=2; 


200 
[,e,e?=000 =0, e” = fsint, — cos t, Sin t, Cost}, (e,e',e”,e”’)=4. 
002 


2) Vel. W. Blaschke, Differentialgeometrie I, $$ 22, 23, Berlin Springer 1930. 
3) Vgl. M. Pinl, Monatshefte für Mathematik 49 (1940), 261—278; Math. Ann. 121 (1949), 1— 20 
4) Vgl. ®), Math, Ann, 121 (1949), S.9—11. 
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Damit sind die Bedingungen (6) erfüllt und die Auflösung des Systems (4) ergibt: 





2 = — 14 —f”)eos —(f —F”)sint), = — HU —f”)eost + y—f”)sint], 


to} 
9 | = — + )Csı—(lF +f”)Sind, m = — El +7”)Cost—(f + f”)Sintl. 











Die Formeln (8) geben eine integrallose Darstellung einer Klasse reeller isotroper 
Kurven des vierdimensionalen einfach pseudoeuklidischen Raumes, dıe von einer zum: 
mindesten viermal differenzierbaren, mit f!Y nicht identischen, sonst willkürlichen reellen: 
Funktion fit) des Kurvenparameters ti abhängt. Diese Kurven sind identisch mit reellen 


Böschungslinien der Steigung -=7 des gewöhnlichen vierdimensionalen euklidischen 
+ 


Raumes. 
Indessen sind die Kurven (8) nicht die allgemeinsten Integralkurven des Mongeschen 
Problems 
da) + da; + dı — da; = 0, 


da dieses zweifach unterbestimmt ist und seine allgemeinen Lösungen daher von zwei 
willkürlichen Funktionen abhängen. Offensichtlich wird eine dieser willkürlichen Funk- 
tionen durch den im vorhergehenden verwendeten Ansatz e = {cos t, sin t, Cos t, Sin t} 
verschluckt. Um dies zu vermeiden, muß die Bedingung [e, e’, e’’]? = 0 aus (6) selbst als 
Mongesches Problem aufgefaßt und mit mindestens einer willkürlich bleibenden Funktion 
gelöst werden. Damit ist man aber auf ein komplizierteres Problem geführt worden als 
von Anfang an vorliegt. 

Wenden wir uns jetzt zum Typus (2, 1) der integrallosen Darstellungen im A,. 
Die einparametrige Ebenenschar der Darstellung (5) besteht für jeden Wert des Träg- 
heitsindex 7 aus totalisotropen Ebenen. Ihre uneigentlichen Spuren liegen auf den un- 
eigentlichen quadratischen Maßflächen der entsprechenden euklidischen und pseudoeu- 
klidischen AR,. Sind x,: 2: &2: 23: x, homogene kartesische Koordinaten, so sind diese 
absoluten Maßflächen durch: 


(a) I, tt ri=), =, 
(b) =, irirg— het, rel, 
(ce) 2,0, a + 2 3 —ıdi=(, ı=2, 


gegeben. Im Falle (a) sind die uneigentlichen Spuren der totalisotropen Ebenenschar die 
Erzeugenden einer nullteiligen Fläche zweiter Ordnung, im Falle (b) die einer ovalen 
Fläche zweiter Ordnung und im Falle (c) die einer ringförmigen Fläche zweiter Ordnung. 
Nur in diesem letzten Falle erhält man reelle Erzeugende, und daher mißlingt der Versuch 
aus der für 7 = (0) bekannten integrallosen Darstellung (5) durch imaginäre Kollineation 
eine Darstellung reeller isotroper Kurven für den Fall r = 1 zu gewinnen, wie das im A, 
möglich ist. 


$3. n=4,7=2; erste Methode. 


Nach den Ergebnissen des vorhergehenden Paragraphen kann man erwarten, daß 
die integrallose Darstellung vom Typus (2, 1) im Falle z = 2 auf die Darstellung reeller 
Kurven führt. Gehen wir etwa von der rationalen im Typus (2, 1) enthaltenen Darstellung 


' FE L- 1 a 
Pr = eNpr+zeH+NdpN, de HN Dr", 


23 = y*+üy” ‚= —iüpt + y*r, i=y—1 
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der isotropen Kurven des gewöhnlichen euklidischen A, aus (7 = 0)°), so verwandelt die 
ımaginäre Kollineation 


Ra u a) Vai RR 
3, =, , =, ,=iıı (o*=p,y*=iy) 


die Darstellung (9) in die Darstellung 





ss =y—ty ‚a =—3(?+1)9 +3? —1) y 


(10) ’ ; ; \ 
= 4? 1) — 4? +1)y, u =1p — y. 











Die Funktionen (10) genügen der Mongeschen Diflerentialgleichung 
> + y—y=0 
identisch in it, x und y. Das bedeutet: 
Die Formeln (10) sind eine integrallose Darstellung der reellen isotropen Kurven des 
vierdimensionalen zweifach pseudoeuklidischen Raumes, die von zwei zum mindesten zweimal 
differenzierbaren sonst willkürlichen Funktionen y und w des reellen Kurvenparameters 1 


abhängt. Die Formeln (10) können auch als eine explizite Darstellung der Böschungslinien 


der Steigung 9 — 7 in einem einfach pseudoeuklidischen vierdimensionalen Raum gedeutet 
t 


werden. 
$4. n=4 7=2; zweite Methode. 
Wir betrachten die vier Pfaffschen Formen: 
D—= dx, +dı,, Y=dxa —dı,, X = — (de, + dı,), 2 = da, — di, 


und die Mongesche Gleichung 
OX 
2ay 


Die Determinante (44) verschwindet für proportionale Zeilen und Kolonnen. Damit 
ergibt sich das zu (11) äquivalente Pfaflsche System®) $: 


(14) da? + d — dd — di = 0P — XQO= 0. 





w, = D® — o2 = dx, + da, — o(dr, — dx,) = 0, 


12 Ss: 
(12) a=—X +0Y/ =dı, + dı, + o(dı, — dı,) =0. 











Je nach der Beschaffenheit des Proportionalitätsfaktors o = o(7,, X3, X;, 2,) kann 
das System $ in neuen Veränderlichen z,, 23, 25, 2, auf eine der folgenden drei kanonischen 
Formen gebracht werden’): 

(I) de, — 2,dz, = 0, da, — 2,dz, =0; (II) dz, = 0, da, — 2,d2, = 0; (III) de, =0,d, =. 

Die letzte dieser drei kanonischen Formen entspricht dem sogenannten vollständig 
integrablen Fall®), dessen Lösungen durch die Integralflächen z, = const., z, = const. 
gegeben sind. Dieser Fall tritt offenbar ein, wenn o = const. (= 0) ist, wie die Relationen 

(13) d(xz, + 23 — 02, + 0x,) = da, = 0, d(2, + 24 + 02, — 02;) = d2, = 0 


unmittelbar erkennen lassen. Aber diese Bedingung ist auch notwendig. Denn ist das 
Funktionenpaar x,(&,, 2e), Z4(Xı, &5) eine Lösung des Pfaflschen Systems (12), so ver- 





5) Vgl. ?), Monatshefte 49 (1940), S. 266. 

6) Vgl. J. Lense, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker Vereinigung 35 (1926), 280-294. 
?, Vgl. E.Goursat, Legons sur le problöme de Pfaff, Paris J. Hermann, 1922, 307 — 310. 

8) Vgl. ®), S. 287. 
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schwinden dessen linke Seiten identisch in dx, und dx,, wenn diese Funktionen in 5 
eingetragen werden. Das führt auf vier Bedingungen für die Ableitungen np. de Un, On, Bi 

0x,’ 0x2’ 02,’ 00, 
0° X 0? X 


— —_ und 
00, Oaz0r, 


Werden diese Ableitungen durch die Integrabilitätsbedingungen 5 
@r _ Or 
OX08 078081 
verschwindender Determinante für die partiellen Ableitungen o, und o,, und daher 
0,=0,,=0. Da nun $ vollständig integrabel sein soll, müssen die bilinearen Ko- 
varianten des Systems 5 für alle Integrallinienelemente verschwinden®). Damit ergeben 
sich aber zwei weitere lineare homogene Bedingungen für die Ableitungen o,, und o,. 
deren Determinante A eine Funktion von o allein ist, A = A(o). Für A(o) = 0 ergibt 
sich e = const. + 0. Ist aber A(e) + 0, so ist notwendig og, =g, = 0 und also wegen 
0, = 0,, = 0 wiederum g = const. Aus (13) ergeben sich mit reellen Konstanten o, c,, €; 


„4, 


die totalisotropen reellen Ebenen 


eliminiert, so ergeben sich zwei lineare homogene Bedingungen mit nicht- 


+ — 0. — 0, =0, ut u — 0 — 0% =0 
des zweifach pseudoeuklidischen A,, die man auch als Böschungsebenen eines einfach 
pseudoeuklidischen A, ansehen kann. Da jede Kurve auf diesen Ebenen Integralkurve 
unseres Problems ist, gilt: 
Der zweifach pseudoeuklidische vierdimensionale Raum enthält eg reelle 


isotrope Kurven, die auch als geschlossene Böschungslinien der Steigung 9 = 7 eines einfach 
4 


pseudoeuklidischen R, aufgefaßt werden können. 

In den kanonischen Fällen (I) und (II) sind die Integrale des Pfaffschen Systems $ 
Kurven. Für (I) ergibt sich die explizite Darstellung 

3, =t, 3=fli), 3= fl), = fl). 
Für (II) ergibt sich 
4 =(, 3=1 3=/f(l), 4=fli) 

mit einer mindestens drei- bzw. zweimal differenzierbaren, sonst willkürlichen reellen 
Funktion f(t) des reellen Kurvenparameters t. Um für beide Fälle Beispiele zu gewinnen, 
empfiehlt sich die Transformation 





0) [R} ’ ’ 
yı = Iı +0, p=-ı—- 3%, %=%+ %, Yz= Tai, en ni Fr Fe —A4=+0. 
’ ’ | 


In den Veränderlichen y,, %s, %s, 4, entsteht aus dem Pfaffschen System (12) das neue 
Pfaffsche System 


1 
(14) dy; + ody, = 0, dy, — = dy, =. 


— 9% nd erhalten aus (14) durch die weitere Transformation 


Yı + Ya 


Yız3, yp = 414 —- 3, y=2, Y=— 22 + 2, 
0) 





Nun wählen- wir oe = 


O(Yı, Ya, Ys, Ya) 

=—z., +0 
(21, 22, 23, 2) 5 + 
das kanonische System (I) und damit (nach zweimaliger Rücktransformation) die integral- 
lose Darstellung: 








yeyf ‚ 4=5(4-1+M) 


‚Uta 0fhf. 


> 


er I 


[5 











9) Vel. ?), S. 267. 
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Wählen wir jedoch o = — y,, so entsteht aus (14) durch die Transformation 


ayi,yi,Y,Y) _4 








* — ] ’ = y,, *— . * — a oo 0 
y, 8Yı, % Y5, Ya Y3, % Y Ayı, Yo Yo, Yı) y, = 
das Pfafische System 
dyk — e"dyk = 0, dyf + dyr = 0 
und aus diesem durch die weitere Transformation 
. Mi. in iu . 
a=-y ty ae, 3 uy, 1m, (1 Zn Zu 2) _ — et +0 


y,yhu) 
das kanonische System (II) und damit (nach dreimaliger Rücktransformation) die integral- 
lose Darstellung: 





s =4lt +f), »=4lC+f—Ilef) 


‚at, =0{4f}. 
3 =4lf —d), u =4l—C+legf) ı +% — 2 x, (1, f} 











Wie aus dem Vorhergehenden ersichtlich ist, führt die Integration des dem Monge- 
schen Problem zugeordneten Pfafischen Systems nur im Falle r = 2 zu reellen Integral- 
kurven. Die Verhältnisse liegen in dieser Hinsicht ähnlich wie für den Darstellungstypus 
(2,1) in $3. Die allgemeinen Lösungen hängen für die kanonischen Fälle (I) und (II) 
wiederum von zwei willkürlichen reellen Funktionen ab, da ja außer Differenzierbarkeits- 
annahmen hinsichtlich f(t) auch von o nur o + 0 verlangt wird. 


Dacca, Pakistan, im November 1952. 





Eingegangen 27. Dezember 1952. 
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Über die Darstellung natürlicher Zahlen 
als Summen von Primzahlen aus gegebenen Restklassen 
und Quadraten mit gegebenen Koeffizienten. I. 


Resultate für genügend große Zahlen. 


Von Achim Zulauf in Mainz. 


Vorwort. 


Gegenstand der folgenden Untersuchungen ist die Frage, ob und, wenn ja, auf 
wieviele Arten eine natürliche Zahl n in der Form 


n=p+mR++mtbgtbgt + bei 
mit p, = a, (mod K,) 


dargestellt werden kann. Dabei bedeuten die p, ungerade Primzahlen und die g, ganze 
Zahlen. s,t sind beliebig aber fest vorgegebene nicht-negative ganze Zahlen, sowie die 
@,, K,, b, beliebig aber fest vorgegebene natürliche Zahlen, a, jeweils prim zu Ä,. 

In der vorliegenden Abhandlung wird (Hauptsatz 1) die Beantwortung der gestellten 
Frage im Falle s + 5 > 2 auf die Diskussion einer sog. singulären Reihe zurückgeführt, 
die in Teil II dieser Untersuchungen ausführlich behandelt wird. Das im Spezialfall 
Kh='''=K,=b,='''=b,=1 aus dem Hauptsatz folgende Resultat (Satz 2) ist 
bereits bekannt. Neu ist indessen (neben der Verallgemeinerung auf beliebige K,, a,, b,) 
für das betrachtete Problem die Verwendung der klassischen Beweismethode mit den 
Hilfsmitteln von Ju. V. Linnik. 


Einleitung. 


Zur Erläuterung der Schlußbemerkung im Vorwort soll im folgenden ein kurzer 
Überbliek über die bisherige Entwicklung des Problems gegeben werden. 


Der Fall s+ 5 <2 muß leider immer noch eine Sonderstellung einnehmen; es 


wird daher hier nur s+ 5 > 2 betrachtet, während der Sonderfall erst in Teil III dieser 


Untersuchungen in Angriff genommen wird. Ferner soll s>0 und (wenigstens in der 
Einleitung) t> 0 vorausgesetzt werden; denn der Fall s = 0 ist durch die Arbeiten von 
Hardy [11] und Kloosterman [5] vollständig behandelt, und zum Falle t = 0 ist in der 
Einleitung zu meiner Abhandlung [3] schon das Nötige gesagt. 
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Die Bestimmung der Lösungsanzahl N*,(n) von 
sep. tr rate t’ + (+5, >23; s>0; 1>0) 


(das ist der im Vorwort genannte Spezialfall) wurde zuerst 1929 von Frl. Stanley [8] 
durchgeführt, deren Resultat jedoch von einer noch heute unbewiesenen Hypothese über 
die Nullstellenverteilung der Dirichletschen ZL-Funktionen (erweiterte Riemannsche 
Vermutung) abhängt. Frl. Stanley ging nach der klassischen Methode von Hardy und 
Littlewood vor (siehe [12] und die dort angegebene Literatur), die nur die analytischen 
Hilfsmittel der klassischen Riemann-Hadamardschen Primzahltheorie (Z-Funktionen 
und Konturintegration) und der klassischen Theorie der elliptischen Funktionen benutzt. 


Die Stanleyschen Resultate wurden inzwischen 1941 von Halberstam [13] auf 


. gesicherter Grundlage bewiesen und zwar nach der neuen Vinogradovschen Methode 


(vgl. [14]), die mit endlichen Exponentialsummen arbeitet. Halberstams Abhandlung 
basiert auf den Arbeiten von Vinogradov'!) und (vor allem) von Estermann?). Vor 
Halberstam hatte bereits Walfisz ([18] und [19]) den weniger interessanten Fall 
s241,125 durch Induktion nach s von dem Hardyschen Resultat [11] für N*, aus- 
gehend gelöst, während N*, von Chowla [20] behandelt worden war. 

Die Arbeiten von Halberstam, Vinogradov, Chowla und Walfisz stützen sich auf 
Sätze, in denen die Anzahlfunktion x(z;%k,!) der Primzahlen p < x, p=1 (mod k) 
gleichmäßig in x und k approximiert wird; der schärfste derartige Satz, der auch zugleich 
das beste Restglied liefert, ist der von Page-Siegel-Walfisz (siehe [19]). 

Die klassische Methode vermeidet den Umweg über explizite Aussagen für 
(x; k,l) und führt die Untersuchung von N*,, soweit sie die Primzahlsummanden 
betrifft, direkt auf die Theorie der Nullstellenverteilung der Z-Funktionen zurück, auf 
der ja auch die Primzahlsätze basieren. Zudem ist diese Methode einheitlicher in der Natur 
ihrer Hilfsmittel als die Vinogradovsche. Es scheint mir daher ein Fortschritt zu sein, daß 
die Untersuchungen Linniks es ermöglichen, auch ohne die erweiterte Riemannsche 
Vermutung mit der klassischen Methode ans Ziel zu kommen. Linnik bemerkte nämlich 
(vgl. [21]), daß für viele mit jener Vermutung in Zusammenhang gebrachte Primzahl- 
probleme eine Aussage über die Nullstellendichte der Z-Funktionen im kritischen Streifen 
ausreicht, die er inzwischen beweisen konnte [22]. Auf diese Weise wurde u.a. von 
Linnik [23] und Cudakov [24] der Goldbach-Vinogradovsche Satz neu bewiesen. 

Die folgende Abhandlung enthält einen neuen Beweis des Satzes von Halberstam 
[13] nach dieser Linnikschen Variante der klassischen Methode und zugleich die im 
Vorwort genannte Verallgemeinerung. Die Untersuchungen Linniks sind dabei in einem 
Hilfssatz verarbeitet, den ich in einer früheren Arbeit [3] bewiesen habe und von dort 
übernehme. 


$ 1. Voraussetzungen und Bezeichnungen. 


1.1. Es seien s> 1 und t > 0 zwei beliebig aber fest vorgegebene ganze Zahlen, 
die der Bedingung 


(1.1.1) NEN? y >2 


genügen. 


1) Satz von Goldbach-Vinogradov über N* „, siehe [15] und [16]. 


3,09 


2) Bestimmung von N* j, Siehe [17]. 
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1.2. Es seien Ä,,..., K, s beliebig aber fest vorgegebene natürliche Zahlen. Es 
seien 4,,...,a, beliebig aber fest vorgegebene prime Reste beziehentlich modulo 
Ky::., Ks; also (a,, K,)=1. Es seien b,,...,b, t beliebig aber fest vorgegebene natür- 
liche Zahlen. 

1.3. Es bedeuten stets p,,...,?s ungerade Primzahlen, die beziehentlich 

a, (mod Ä,),..., = a, (mod K,) sind. Es bedeuten stets g,,.... ., g: ganze Zahlen. 


Es bedeutet stets n eine beliebige genügend große natürliche Zahl. 


1. 4. Summen und Produkte über o bzw. r sind, wo nicht andere Grenzen angegeben, 
stets von 1 bis s bzw. t zu erstrecken. 
Summen über p, sind stets über alle ungeraden Primzahlen zu erstrecken, die 
a, (mod K,) sind. 


(n) 


In $& ist stets über alle verschiedenen Wertesätze p,,. . -, Ps &1, - - -, g: zu summieren, 
die der Gleichung 

(1.4. 1) n=2Pp,+23b.& 
genügen. 


1.5. Es sei N(n) die Lösungsanzahl von (1.4.1), also 
(n) 


N(n) = x1. 


Ferner sei 
(n) 


v(n) = ITlogp,. 
1.6. Es sei 
F,(w) = y(K,) z (log p,) w’° ((w| <A). 
Po 


Es sei d,(v | 7) die aus der Theorie der elliptischen Funktionen bekannte Funktion, 
die für $m n > 0 durch die absolut konvergenten Reihen 


d(v |) = y exp (ring?) exp (2nivg) = 1 + 2 5 exp (ring?) cos (Anvg) 
= - © y=1 


dargestellt wird®). Alsdann sei 
:) lose) =(E) 


1.7. Es sei A’ eine beliebig aber fest vorgegebene positive Zahl. Es sei 
A=2A' +4(s +2); AR=4A +38 (A, A, also fest vorgegeben). 


9.0) =( 


T 


Ei " 
. 5 we" ((w|<1). 
4,=—- © 


1.8. Es sei r=r(n) = exp I— =); T = T(n) eine vorgegebene Funktion von n 
mit log'ın < T(n) <Yn. 

1.9. Es sei E, der (einmal positiv zu durchlaufende) Kreis 

w=r+exp (ia). 
1. 10. Es bedeuten vorerst k und ! zwei natürliche Zahlen, die den Bedingungen 
| I<Sk<T, ASI<k; (h)=1 

genügen. Von Nr. 4. 5 ab bedeutet X eine beliebige natürliche Zahl. Es werde (eineindeutig) 
gesetzt o = o(k, !) = exp (2xi =). 


®) Dies ist die Bezeichnung von T’annery und Molk (|1], No. 160/1). 
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1. 11. Wenn nichts anderes gesagt, Bun 
ın 


2 für 3; ztür 2; z m 223. 
k=1 o > % 
am 


1.12. Es seien &,, und &,, gleich dem 2rx-fachen der unteren bzw. oberen Mediante 
von in der Fareyreihe der Ordnung T. Ferner sei 


a 
Ber = %ygı — 27 jA 5 Boa = &ga — 27 5 
Nach der Theorie der Fareybrüche PR? 3. 98—100) gilt alsdann 
— 2n 2n 
7 "Pas pi ar SPaSır 
1. 13. Es sei E,, der Fareybogen w =r : exp (ia); &ı Z & < %&a. Dann liegt (Farey- 
zerschneidung) jeder Punkt von €, in genau einem (,,. 


1.14. Für we, werde gesetzt & = £,(w) = log(w!o), so daß 


(1.12. 1) 


e’=wo' und = —iß; B=a— nt. 


Auf E,, gilt dann fu SP = — m E < Boa, also nach (1. 12. 1) 


(1.14. 1) I#ls ?-- ” für we@,.. 
1. 15. Es bedeutet stets e eine beliebig aber fest vorgegebene positive Zahl. 
1.16. Es bedeuten stets C, C,, C,,... positive Konstanten, die von nichts außer 


den als beliebig aber fest vorgegebenen Größen (s, t, a,, K,b,, A’, A, A,, e) abhängen. 
1.17. Die Schreibweise 


h(x) < H(x) (lies: h(x) klein gegen H(x)) bedeutet |k(x) | = (€  H(x) 


für jedes x des gemeinsamen Definitionsbereiches. 
Die Schreibweise 


h(x) = h,(x) + O(H(x)) bedeutet h(x) — h,(x) < H(x). 
1. 18. u(m) und g(m) bezeichnen die Möbiussche bzw. Eulersche zahlentheoretische 


Funktion. exp (z) bezeichnet die Exponentialfunktion e*. 


$ 2. Vorbereitungen und Hilfssätze. 
2.1.1. Es sei 
„ = d,(k) = (K,„k); 
Q, = Q,(k) mod d, so bestimmt, daß 5 Q,=1 (mod d,); 


R, = R,(k) = hQs (also mod k bestimmt und = 1 (mod d,)); 


d, 
N,= N,(k) =1 oder 0, je nachdem (7. d = -(£ ; K,) —41 oder > 1; 
k Rolk)ay N 
Ya Pe) = N) am)" 5 W- 


2.1.2. Mit den Bezeichnungen 2.1.1 gilt 
Hilfssatz 1. Wird T = T(n) = log':n gewählt, so ist für wed,.: 
yr = Y#(w) = F,(w) —Y,(w) <nlog 'n (n = — log“! |w |) 
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Beweis. Da nach (1. 14. 1) für genügend großes n 
1 \ Sr 2n 
(2.1.2.1) Er *t 
ist, und da ferner 
1 1 N: . 1 
Im 7 Ion 
für |E| = 2” — e regulär, also < 1 ist, gilt 
1 
-1 . 
6 . 1 — wo-! + 0); 
vw __N e(?) oRo“e ( i )+0W) 
en "op \d, 1— wo! p 
und die Behauptung folgt aus einem früher bewiesenen Satz ([3], Satz 7), wenn man dort 
r = exp (— „); also M =n setzt. 
n 
2.1.3. Hilfssatz 2. Für we&, güt: 


(2.1.3.1) F,(w) < n log? n, 
(2.1.3.2) Yu) < !% er FI ea) |. 


Beweis. Die erste Behauptung ist bekanntlich wahr ([3], $ 7 (i)). Für N, = 0 ist 


letz 


da 


Für 


letz: 





die zweite Behauptung trivial, für N, #0 ist 
BR 0 , 1 g(d,) 1 
p(k) Fe (2) P (d,); % ung p(k) Y (k) 
i 2) 


wegen p(d,) <d,<sK,<1. 


Die bekannte Abschätzung ([4], $ 59) 
1 log log (k + 2) 


p(k) “ k 


zeigt alsdann im Verein mit |N | <1, |a|=s1 
} ’ k log log (k + 2) 
2.1.3.: N,(k) £ < 
sche N. (au) .. k 
und die Behauptung folgt wegen | o | = 1 sofort aus der Definition von W,,. 
2.1.4. Hilfssatz 3. Bei log''n< T(n) <Yn gilt 
(2.1.4.1) &'w)|<sn für weß,; 
— für u>1 
[ |E;"(w) | d(arcw) <ilegn füru=)t. 


(2.1.4.2) 
(kT) ": füru=} 


&o 


Es ist für we€@, 


Beweis. 
I | “ 1 £ n du 
yi n? + ß? yı + n?pß? 
Ferner ist 
Boa nPo2 
ap dy 
J = r ‚ d U ) — u — u 1 
u J €, (w) | (arc w) = n J (1 + n2p2)w: n | (I + yayız 
ro el "Pol 


Zrın 
kT 


dy 
(1 B= y?)e? ’ 


<2m" l 


und 


(2.1 


Schl 


nach 








dort 


0 ist 





vmmemmareı ae wre 
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letzteres nach (1.14. 1). Für „>1 folgt 


x 


mn | 


. 
0 


dy 


a > < Pi 
(1 + »?)"? n 


da das uneigentliche Integral existiert. Für u = 1 wird 


Zn 
kT 


r day _ 2an  ]/ Irn ) 
h<] | +V14+ (Fr) < logn. 


Für u = $ schließlich wird 


nn "nn" < kn)", 


n 
letzteres wegen AT < T? sn. 
2.1.5. Hilfssatz 4. Es ist für 1< x < T(<Yn) 


l ü > 
k <ı “ .> x 


Beweis. Man beachte &%k ?” s 5 k!"Yund schätze die Summen durch Integrale ab. 
o k 


2.1.6. Hilfssatz 5. Es ist 


(2.1.6.1) S|Fi(w) | d(arc w) < n log? n 
g, 
und für T(n) = log''n 
(2.1.6. 2) 3 /|Y,(w) | d(arc w) < n log? n; 
0, 
(2. 1. 6. 3) 3 [| P%(w) | d(arc w) < n log? n. 
2 &o 


Beweis. Die erste Behauptung ist bekanntlich richtig ([3], $ 7 (i)). Ferner ist nach 
(2.1.3.2), (2.1.4.2) und 2.1.5 
n . ; 
z [19% are z EN (8, |dtare w) 
0 cc {Ü ‘ 
<n:loglog(T +2) Fk” <nlogn. 
o 
Schließlich ist wegen 
| Pie = I. Pro ? = 2(|F, z + | Pros ) 
nach (2.1.6.1) und (2. 1. 6. 2): 
zZ [|Y# (w) | d(arc w) < n log! n. 
e Cyo 





2.2.1. Es sei (Gaußsche Summe) für natürliche Zahlen K, L 


Sgı = gem (2xi Kr) \ 


\ 





216 Zulauf, Darstellung als Summen von Primzahlen und Quadraten. 1. 


Ferner sei 


1 1 
ir 6,,.(w) - k 5 S, b,1 b & "(w). 


Dann gilt 
2.2.2. Hilfssatz 6. Bei log'::n <T(n) <Yn gilt für we@,.: 
0*, = d*,(w) = d,(w) — 9,,(w) < n':T"*. 


or 


Beweis. Für den Moment werde wo-! = z gesetzt. Es ist 


(2) d,(w) = 2 PR = 5 exp (2i,, b,82) 2": 


b, Y=- © 


ET SER Ela 
j-1l \ h=-o 
ji R RR) DB +® 
= Zexp(2mi, 0,7) 2" 2: 
j=1 h=-o 


b,(kth? + 2kjh) 


Mit der Abkürzung (beachte 1. 14) 
— ni mi 


"Ep? 77 Mogz)b,k® Ebhh® 
wird nach einer bekannten Formel ([1], Nr. 181; XLIII,) 





ben +2Kjh) _ bi — rs /n ® 
\ 2: = Ar = | ; exp (zi „tn, 


wo für die Wurzel der Wert mit positivem Realteil zu nehmen ist. Da ferner 9,(v | »,) 
eine gerade Funktion von v ist, kommt, wenn man die Werte von v und n) wieder einsetzt, 


PrAuEET = Br“ &-" exp (£b, j?) d(— u | n) 


Eb,k? 


214 k 
ae a) Zerp(22i 4 br) oon(224,1)| 


h=1 j-1 


Schreibt man nun für ganze > Zahlen K,L,h 


Saun= Zerp(2rigi ’) cos (22 » j); 


so ist nach Kloosterman ([5], (18. 2)) 
(2.2. 2.1) |S,..1,.| SV k(2b,, k) < k"; 
wegen 
— neh? —n:h? 2) — n?nh? 
m | &b, k )- b, k: Re 2) Ri +mP) 


ist daher 
2; — n:h? UR -: — n?nh? 
* Zn Em ENT FT EEE 
dr (w) oa Pr "2 z exp &b, ‚k? Sana < (k [€ ) = exp (ser am) ; 
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Wird für den Moment 
n®n 
M— My Rn) = ya + neß) 
gesetzt, so ist m> 0 und 


0% (w) < (k |€ |) "ı Sexp (— mh?) <= (k |€ |) [exp (— mh?) dh 
h=1 v0 


= (mk |€ |)": [exp (— 2?) dx < (mk |& |)"; 
also (man setze m und |£| ein) 


2 N 2 g2y",\ -", Ba r 4 IE 
9 (w) < (ee 2 ) - Va Ru +2) <k'(l+n?P) 


/ ı 1 a 1, 1/ 1/ 1/ 1/ 
<K" + (kn | A < m 4 (FR) < T:+n'T"<&n'.T", 


drittletzteres nach (1. 14. 1), letzteres wegen 7 < Vn. Damit ist Hilfssatz 6 bewiesen. 
2. 2. 3. Hilfssatz 7. Für we, gilt 
(2. 2.3.1) d,(w) <n'; 
(2. 2.3.2) 0,.(w) < k": |&,"*(w) |- 


Beweis. Es ist für |w|=r= exp “ ) 


nm us. b,g® EN = 1 2 
d,(0)=(}) wi’ x Zr" =1+2 exp = b.e*) 
F - @® 9--© 


9 y-1 


4 fh 
<1 +| exp (5.8) de =1+ V;. | exp (— Y’)dy<n:. 
v0 vu 


Ferner ist nach (2. 2. 2. 1) 
(2.2.3.3) S,,1 = Sr.n,1,0 < k':, 
woraus die zweite Behauptung nach Definition von ®,, sofort folgt. 
2.3. Hilfssatz 8. Es ist 
S |9.(w) 9,.(w) |? d(arc w) < n log n. 
6, 


Beweis. Man zerlege €, in Fareybogen *) €,, der Ordnung 7 —/n und stelle gemäß 
2.2. 2 jedes # in der Form 9, + 9% dar. Ausmultiplizieren des Integranden liefert alsdann, 
da trivialerweise |0»+ 0% |? < 2(|0,]®+ | 6% ]?) ist, 


(18,9. Pdtarcw)<z [ |0,.0,, |" d(arcw) + & [ {|,. 6%, |? + | 0%, 0,,]?} d(are w) 
s P&,p P &,p 


ß, 


(2.3. 1) + 2] |0%. 0%, "d(arcw) =&,+ Z, + Z,. 
P&,p 


Nach (2. 2.3.2), (2.1.4.2) und 2.1.5 ist nun 
(2. 3. 2) z, = z/[ | 0,. 0... |? d(are w) 


P 6,p 
<.k* | |E;? |d(arcw) <n sk" <nlogn. 
P &,p pP 


4) Abschnitt 2. 8 ist die einzige Gelegenheit, wo T(n) = /n gesetzt wird, während später stets 7(n) = log*ın 
sein wird. Um dies hervorzuheben, wird hier P statt o geschrieben. 
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Nach 2. 2,2, (2.2.3.2), (2.1.4.2) und 2.1.5 ist ferner 
3 [ |9,. 07. ? d(arc w) < 


PC pP e 

f nT-ı zk-ı (|E;'|dlarcw) <nTtloegn sktı<&nlogn; 
5 [ | 9%. 9,. ? d(are w) < = g 5 It ) Y z g 
P&,p 


(2.3.3) &Z, <nlogn. 
Schließlich ergibt sich aus 2.2.2 


(2.3.4) &,—= 5 [| 0%, 6%, |? d(arcw) <n?T* 8 [ d(iarcw)<m®T”=n. 
P Gr 


P&p 
Die Abschätzungen (2. 3.1) bis (2. 3.4) vollenden den Beweis des Hilfssatzes 8. 
2.4. Ansatz. Es ist mit der Abkürzung 
(2.4.1) P=n"" 1 Y(K,) x 1 b\'? 


1 
Pon)=25,,; IE, (w) x I v .o) 9 


&,o 


denn in der Potenzreihenentwicklung von II F,(@) X II d,(w) hat w" nach 1. 6 offenbar 


den Koeffizienten P - v(n), woraus nach der Conchyschen Koeffizientenformel zunächst 
P- n= | II FC) x II 8,0) 
c 


und dann nach der in 1. 9 bis 1. 13 erklärten Fareyzerschneidung die Behauptung folgt. 
2.5. Zur Zerlegung des Integranden in 2.4. Auf jedem Fareybogen C,, stellt 
sich dar®): 
(2.5.1) IT F.(w) x IT d,(0) = US” (w) + ZU) + EV” (w) 
mit j bi 73 


U? = IT P.x% 1 = 


UP = ITPX PR unXx II F, x 110, G=1,...,89); 
o-8-)+2 T=-] 

VE? = IF, XII O.X Ohr % u v, Fe4...,9. 
0-1 7-1 !’=t1-2 49 


Zum Beweis braucht man nur * =F—Y und 0* = 9 —# einzusetzen. Auf der 
rechten Seite von (2. 5. 1) entstehen dann (1 + 2s + 2t) Glieder mit alternierenden Vor- 
zeichen, die sich paarweise wegheben bis auf eines (das letzte), welches gleich der linken 
Seite jst. 

2.6. Ausgangsformel. Setzt man 


N 
= 25, wos mn  0=01..,9; 








N=27 [rom nn (=1,2,...,8), 


E,, 





5) Summen und Produkte, in denen die obere Grenze kleiner als die untere ist, bedeuten 0 bzw. 1. 








so 


So 
wel 


gilt 


den 


unc 


We 


Nuı 


Zwe 


woh 
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so ist nach 2.4 und 2.5 offenbar 


P-vmW)=u+E%;+Z2T,. 
Aut ”=1 


$, ist das sog. Hauptglied, das in $4 ausgewertet wird. Die übrigen, sog. Nebenglieder 


werden in $ 3 nach oben abgeschätzt. 
2.7. Ist € ein positiv zu durchlaufendes Stück von €, oder dieser Kreis selbst, so 


gilt für jeden Integranden /(w) 
J I(w) L- < | | /(w) | d(arc w) ; 


‚n+1 
€ € 
denn auf €, ist w=r exp (i«@) und r = exp — —); also 
dw =r-i-exp (ie) de =ıi:-w -d(arc w) 


und es ist 
| /(w) -i-w*| = | I(w) | - r* = | /(w) |- e < | I(w) |. 


$ 3. Abschätzung der Nebenglieder. 


bar 3.1. Von nun an sei durchweg die Ordnung der Fareyzerschneidung 
T = T(n) = log“: n = log*!*® n. 
3.2. Abschätzung von $S,. Nach (2.1.3. 2), (2.2.3.2) und 2.7 wird 


BE > RRUBEn. dw 
De a a 
; € 


hst 


Igt. r | 
< Z kW +2 Joge-t log(k + 2) [| Pr ||E,*'*"® | dlarc w). 


ellt E 


Wegen log’! log(k + 2) s log’ "(7 +2) <logn und (2.1.4.1) kommt also 
Sn? logn ER" [| PR ||80" |dfarcw). 


&, 
Nun ist erstens nach 2.1.2, (2.1. 4. 2), 2.1.5 
zZ k': (|WE||E;"|dlarcw) <nlog 'n x k  [ |&,"* | d(arc w) 
G,o [0 


08 
k V T 
ı D 


4 
<ntlog in 2 kr <ntlog n|yF) <n": log 


> 4 2 
En. 


4 
k<YT 
Zweitens ist ®) 


der zZ k"(|w* ? d(arc w) 
o &n 








? d(arc w) Y [ |&," 


ro ro 





l&,"|d(arew) < & k':y [|W% 
0 [0 


4 
k>VT 
<( 53 [|7%] d(arcw))" (8 %k® [|E,;®|d(arc w))" 


Ge e &, 


. » 
<en k>VT 





a,  V7 
k>y7 k>y1 6, 
“ ı 3 ey a/ > 2} 
< (n log? n)":(n? 8 k?)' : < n": log n(j 7 ) <n"log’""n, 
“ 
k>yT 


wobei noch (2. 1.6. 3), (2.1.4.2) und 2. 1.5 herangezogen wurden. 


6) Dies folgt, wenn man die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung erst auf das Integral, dann auf die Summe 
anwendet. (Diese Schlußkette wird später noch mehrmals angewendet. An den entsprechenden Stellen wird auf diese 


Fußnote verwiesen.) Man beachte ferner: Wenn der Integrand von o nicht abhängt, darf S durch [ ersetzt werden. 
e Ey G, 


28* 
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Insgesamt hat man mithin 


8 <& nt? logn(Z + 35) <netlog t?n<n”"lgn 
e .” 
ksyT e>yF 


3.3. Abschätzung von $,(2? <A <ss— 1). Solche Glieder treten nur für sZ3 
auf, und es kommt nach (2. 1.3. 2) und (2. 2.3. 2) in Verbindung mit (2. 1. 4. 1), sowie 
nach 2.1.2, (2.1.3.1), 2.7 


dw 


wr+! 


* t 
ru jur x Pr. 341, X II F,x II®,. 


o=3-4+2 r=-]1 


< ns-- a An» (n log: n) "HD. nl?.y f | Ya | IF, | d(arc w); 


e &, 


also wird ®) 


Ss <n" log PAny Vf | 77, | d(are w) V [| F|d(arc w) 
e &o 


rg 


2-2 109g 2)-4 n(2 | | #;, |d(are w))' (z/ | F: | d(are w))'' 
SE ee ein log? n): (n log? n)": = t 
<netlog in 
wobei noch (2. 1. 6. 1) und (2. 1. 6. 2) benutzt wurden. 
3. 4. Abschätzung von $,. Wegen 3.2 darf s > 2 vorausgesetzt werden. 


3.4.1. Sei zuerst s > 3. Dann ist nach 2. 1. 2, (2. 1. 3. 1), (2. 2. 3. 1) in Verbindung 
mit (2.1.4.1), sowie nach 2.7 


dw 


wr+ı 


1 8 ! 
Ban; | PEXIIEKIE 9 
En 2 . 


<nlog ' rn -(nlogn)®-n"” sg [ |F,||F,|darcw; 
a e Cu 
also wird ®) 
Ss, <n"?log"PAn-z Vf | F5 | d(are w) Vf | F} | d(are w) 
e &o Cyo 


<n" log» An(y [ |F3 |d(arc w))' (3 [ |F5 | d(arc w))" 
0 GC, 0 Cyo 


< nn”: log" 9-4 ain log? n): (n log? n)': 
<n"” "log" 
wobei zweimal (2. 1. 6. 1) verwandt wurde. 
3.4.2. Sei jetzt s = ei also >14. Dann ist nach (2. 2.3.2), (2.1.4.1) und 2.7 


= 35, wi Ex XD 0. Su 


<zr “iR "12 | 18,"” |dtarc w) 





|; |d(arc w). 


ng“ Siwalle 


7 








Nun 


woral 


wobe 


also ® 


wobe 
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IV 
IN 
— 


Nun ist erstens nach 2.1.2 
2] Y#||F,||&;"|d(arc w) 
[2 &,o 





<nlg'nzk "[|F,||&,; "|d(arc w), 
0 (0 


ro 


E 
vie ß k2yT 
woraus weiter folgt ®) 


E<nlog 'nyk"' Vf |F3|d(are w) Vf |£;'|d(are w) 
0 @ Co Co 


‚sr ısyr 
Snlg“"n($3 [|Fi|d(arew)) (Sk 'f|E,'|d(arc w))' 
e by @ ro 
k<VF 1syr 


Ei 


< nlog "n(n log!n)":(logn 3 kt)": & n’ - log": 'n-(YT)" 
ısyr 
<n"log'n, 
wobei noch (2. 1. 6. 1), (2. 1. 4. 2) und 2. 1. 5 benutzt wurden. Zweitens ist nach (2. 1. A. 1) 
5Ek ku | |v#||F,| |&; "| dlarc w) 
o Gun 


R ro 
k >| T 





F, 





4 
<n'"(YT) fi% d(are w); 


k -Vr “ 
ng I also®) 
Z<n:T"zyVf|W%* | d(arc w) y [| F} | d(arc w) 

® e 6 G,1 
k> vr 

sn:T(z [| PH )Pdlarc w))" (3 [ | F;|d(arc w))' 

0 bo 0 Ey 

< n':T "*(n log? n)": (n log?n)': 
<n"log'n, 


wobei noch (2. 1. 6.1) und (2.1.6. 3) herangezogen wurden. 
Insgesamt hat man mithin fürs =2,1>1 
sn" ef 5 + 5 Y<ne-tlg nm. 
PR r > VF 
3.4.3. Nach 3.4.1 und 3.4.2 gilt also allgemein 
S,<ne log !n. 
3.5. Abschätzung von T,. Dieses Glied tritt nur für t > 1 auf. 
3.5.1. Sei zuerst s > 2. Dann ist nach (2.1.3.1), (2.2.3.2) in Verbindung mit 
(2.1.4. 1), sowie nach 2, 2.2, 2.7 
#8 t-1 
T, = 2, J ITF,x I10,.x 0% 


< (n log! n)?? nm"? .n" T-yg [|F,| 


oe€ 


dw 


wr+l 








F, | d(are w) 





ro 


<n+22.Jog®n-T"-nlogn <ne-log"n. 
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Dabei fand folgende Überlegung statt: 
3.5.2. Es ist®) wegen (2.1.6.1) 


zZ /|F, a Ir t|dtare w) / [| PR] dtare «) 


ro Co Co 








2 Co @ &yo 


(z [|F3|d(are w))"< n log? n. 


3.5.3. Jetzt sis =1, also i> 3. Dann ist nach (2. 2. 3. 2), 2.2.2 und 2.7 


1 


‚n+1 


T=2,,; [F x E00 a <n’ er . . IF | [82 | d(arc w). 


e “ 


Co C,o 
Daher wird ®) 


T,<n'"T" "ak « "®yf|rldterew)y fIE al -D | d(are w) 


ro Co 


<n'T vie Hk a | d(arc w)) (zk «- 2 ed “= | d(arc w)) 


Go 


<n'"T":(n log? n): (n'=yk" Di <n':T"":(n log? n)":(n'-?logn) ': 


<n®-1log 'n s 
wobei noch (2.1.6.1), (2.1.4.2) und 2.1.5 verwendet wurden.. 
3. 5. 4. In allen Fällen gilt also nach 3. 5. 1 und 3. 5. 3 
T, <ne-log'n 


3.6. Abschätzung von T,. (2 = a. <t—41). Solche Glieder treten nur auf, falls 
tZ=3ist. Es ist nach (2.1.3.1), (2.2.3.2) in Verbindung mit (2. 1. 4. 1), sowie nach 


(2.2.3.1) und 2.7 
1 dw 
T, Ei IF, x TO X On % H », Ser 


0o=1 7=1 ”’=-t-+2 

G,. 
< (n log? n)!'n" 9? 5 Pi 
e 777 


3.6.1. Nun ist einerseits nach 2.2.2 und (2. 2.3.2) 


F, 








| Bar | | 0 # ud | 9, | d (are w). 


z SIFıll0ul I-renl 0uldirew) u" "gr FIRE Idareo), 


ro 


und dies ist ®) 
<n"ıT-" "rk VJ | F? | d(are w) Y [\&;? |d(arc w) 


ro 


<n"T" “(2 [|F*|atarc wo)": (Z%k* [|E,*|d(arc w)) 
Q C,. 


e Ey 


<n':T"(n log! n)":(n 2 k)": <n’:T H log": n, 
wozu (2.1.6.1), (2.1.4.2) und 2.1.5 herangezogen wurden. 
3.6.2. Andererseits ist nach 2.2.2 und (2. 2.3.2) 
3 [|F:| |Oa | |6%_».1| |0% |d(arce wo) <n7ı Sk": fIFı 
[0 


ro @ ro 


und dies ist ®) 








her" 


snTıgk "WFT Fi dtere w) Vf 18," |dtare w) 


Co 


<ar(z [IR ? | dlare w))". (zZ [|&" |dtare w))" 


e Co &,o 


< nT-!(n log? n)": (log n 8 k-')": < n":T ' log":n T': = 
wobei wieder (2. 1.6.1), (2.1.4.2) und 9, 1.5 benutzt wurden. 





: | d(are w), 


T":log':n, 





ist a 


mit ( 


vorle 


mit ( 


Nun 


Parag 


gesich 


soll nı 
treten 


falls 
nach 


en, 
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3.6.3. Nach 3.6. 1 und 3.6.2 und wegen 
ee + 0* | <|0.|+ |0* 








ist also 
T,< (n log? n)-ın »2nT-": log":n < ne! log "n. 


3. 7. Abschätzung von T,.. Hier darft > 2 er werden. 
3. 7.1. Sei zuerst s > 2. Dann ist nach (2. 1. 3. 1), 2. 2. 2, (2. 2.3. 2) in Verbindung 


mit (2.1.4.1) und nach 2.7 


- 1 . * dw 
T, Ei a x 0%, <a G, onri 
< (n log? n)*- " g [|F,||F,|d(are w) 
® &,o 


< (n log? n)-!n?®T""<ne-1log 'n 
vorletzteres nach 3. 5. 2. 
3.7.2. Jetztseis =1,alsot > 3. Dann wird nach 2. 2. 2, (2. 2. 3. 2) in Verbindung 
mit (2.1.4.1), sowie nach 2. 
1 ’ nn En a 

T. =2,,,; | F,x 04x 119, << | Fl |9, 9, | d(are w). 

u v 6 
Nun ist ®) 


zfIr |19,9,|d(are w) < z/ Iris wo) y/SI9: 9, |? d(arc w) 
0, 





(z FIFRtrc w)): ( (2 1% PR Slpre w))" < (n loge n)": (n log n)": = n log” n 


wobei 2. 1.6.1) und 2.3 zur Auen kamen. Insgesamt kommt mithin für s = I 
T,<n"??T"hnlog":n<netlog"n 
3. 7.3. In allen Fällen ist also nach 3. 7.1 und 3.7.2 
T,<ne-tlog 'n 


$ 4. Einführung der singulären Reihe, 


4.1. Nach den Ergebnissen 3.2, 3.3, 3.4. 3, 3.5.4, 3.6. 3 und 3. 7. 3 des vorigen 
Paragraphen und nach der Ausgangsformel 2. 6 ist das Zwischenresulat 


(4. 1.1) P-v(n) = 8, + O(n” "log" n) 


gesichert. Das in (4. 1. 1) vorkommende sog. Hauptglied 


d , 
I, = 2 n fh IP 00 x II 6,: — 


&,o 
soll nun in diesem Paragraphen mit einer sog. singulären Reihe (die alsbald in Erscheinung 
treten wird) verglichen werden. 
Nach 2.1.1 und 2.2.1 kann das ARE in der Form 


(4. 1. 2) = I, Fi JE" &, F- 
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geschrieben werden mit 
ER,(k)az 


41.3) 0-54; Kt" RAUF I XII Sun, 


de zu) 
wobei nach 1. 1.1, (2.1.3. 3), (2. 2. 3. 3) wegen |o | =1 gilt 
k-o+z stets, 


(4.1.4) 02; DH, < k-®log:lo k+D<| 
2 i dir k-elogn fürk <sT. 


Ein Hilfssatz wird noch vorausgeschickt: 
4.2. Hilfssatz 9. Für || = |— IJm&| <a (dann ist |E | < 2 — e) güt 
8, (w) = E,(w) +01) 
mit 


ie) ZT we 


Beweis. Dieser Hilfssatz ist Spezialfall eines bekannten allgemeineren Satzes. Siehe 
etwa [6] oder [7], Nr. 66. (Dort steht s für » — 1, y für & bzw. s für 1 — o, x für wo-!.) 
Vergleiche auch [5], Seite 24. 


4.3. Nach (1. 12. 1) ist, falls we@, aber «& €,,, 


&,(w) = 


PL / 


1 ’ 
1-1, —-Wl21lBl2,7; 


also wird un: 2.7 


- J [Ser (w) msi € | J el &," (w) | d(are w) 


(er J Samen <an 
Aus (4. 1. 2), (4.1.4) und 3. 1 folgt daher 


1 RR ( d 
9-2, ,; f& (w) ® wr+ı -2Ih,,; J he“ we 
€, 


r 


(4. 3.1) < (log n) T" ZI Tr Nogn Sn tg 
Auf €, hat x = arc w ein Intervall a Länge 27 zu durchlaufen. Wegen der Periodizität 


des Integranden darf man — x + 2n . zas+n+2n z (also na <ß <+n) an- 


nehmen. Dann kommt im Verein mit 2.7, 4. 2, (4.1.4) und 2.1.5 
1 , -® dw .- m m d 4 1: 
Iri | £, —58,} wr+i < i & —5,| (are w) <| dB < ) 
G . 


r 6, ” 





(4.3.2) II, a [ ke") — Zetu)} ER, < logn Zk®< logtn < n®-1log 'n 


Insgesamt hat man also nach (4. 3. 1) und (4. 3. 2) 


1 (-., de z 
(4.3. 3) = 2, [FW + 0O(n”-"log”“'n). 


& 








sich 


und 


Dabe 


geset: 


so ist 


mit ( 


S(n) 
wege: 


und « 


Jou 





jiehe 
2.) 


tät 


an- 
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4.4. Ausrechnung der Integrale in (4. 3. 3) ergibt nunmehr 


1 [= (w) dw 1 |z ur un a. 
Sun; I ui.” 7 Fo zn; ) u Tlo)or Swrrı To) e* 
we ie _n o—1 -4’ 
= ro)2® I, + 0O(n” 'log”“ n) 
__ Allen 


zZ Zell, +0(n” log“"'n). 


Kr I'(o) ISksT I 


4.5. Schließlich wird noch die Summe über k ins Unendliche erstreckt. Es ergibt 
sich wegen |o|=1 und (4.1.4), 3.1 


2 u... 120", < E#; ua 
k=1 ıIsksT’ I »>r}7 

5 27 5 6" < TER 
k>T s>T [7] 


und daher kommt endlich aus 4. 4 


1 


(4.5.1) S,=n n” '"&(n) + O(n”""log”“n). 
P(o) 
Dabei ist (singuläre Reihe) 
(4. 5. 2) S(n)=Fxo"I, 


k=-11 


gesetzt. Schreibt man die singuläre Reihe in der Form 


(4. 5. 3) S(n)=FWılk), 
k=1 
so ist nach (4. 1. 3) 
ach = g k ZR,(k)a,—n y 
(45.4) Walk) = Neh) kl (2.0) x.208 I Sea, 
mit (beachte 2.1.1) 
'k k 
1 für (-,XK,\=°  =|-,&K)=1, 
(4.5.5) NM)=NNK=! (2 ) a 
" 0 sonst 


4.6. Für einen späteren Zweck sei noch sogleich bemerkt, daß die singuläre Reihe 
S(n) gleichmäßig in n absolut konvergiert. Es ist nämlich nach (4. 5. 2), (4.1.4) und 
wegen |o | =1 


(4. 6. 1) W,„(k) = 50 "IL, < Eh“ 1), < ket" 
I l 
und daher wegen » > ®/, 
Z|W,(h|< ER" <1. 
k=1 k=1 
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$ 5. Endformel. Spezielle Folgerungen. 


5.1. Das Endresultat sei sogleich formuliert: 
Hauptsatz 1. /st N(n) die in 1. 5. definierte Lösungsanzahl, so gult 
BR 1 Br n®-! loglogn 
 log'n P-T(w) + On logn 
Dabei ist » in (1.1.1), Pin (2.4.1), S(n) in (4. 5. 3) definiert. Es ist P von n unabhängig, 
und es ist S(n) gleichmäßig in n beschränkt. 


(5.1.1) N(n) 


Beweis. Trivial ist zunächst die Abschätzung 
(n) (n) 


(5.1.2) v(n) = & II log p, < log'n - 31 = log'n :N(n). 
Es werde jetzt 
(5.1.3) d=öln)=(s +1) log logr ‚ also n’ = log‘ 'n 


logn 
gesetzt. Dann ist für genügend großes n sicher ö < } und daher 


(5.1.4) f a „tel * 2) -z(,)| [ ‚) 


Nun ist in 


U m 


<z(t)(m)<>. 


ml 


der Beitrag der Glieder, wo mindestens ein p, < n! ist, höchstens gleich dem s-fachen 
Beitrag der Glieder mit p, < n!*, also 

= 2° n'? . n}- . n:-? = $-» n®-1 e. 
da ja gı bis g, nur je n';, p, nur n!®, p, bis p,-, nur je n Werte annehmen können, und 
da p, alsdann durch die Summationsvorschrift höchstens eindeutig bestimmt ist. Daher ist 


(n) 
N(n) <s-neı#4 5 


Br 


> a 


P x II log p. 


1-9 o 
" 


(1 — ö): log! n 
p 


(5. 1.5) a 1 
aha Ara "+ (1 — dj logen’ 
Schließlich gilt nach (4.1.1) und (4.5.1) 
Ri. 1 
pP -I(o) 


‚(n). 


(5. 1.6) v(n) = n"" - &(n) + O(n” "log" n); 


also nach 4. 6 
(5.1.7) r(n)<n®-, 
Insgesamt ergibt sich aus (5. 1. 2), (5. 1. 5), (5. 1. 4), (5. 1.7) und (5. 1. 3) 
0 < log’ n - N(n) — v(n) Ss n®-1> log’ n + Fr — 1} v(n) 
< n®-1]Jog' n + 5: ne! 


= n®-1log-!n + (s + 1) n®-! enr- 
ae ‚OBDER\ 


_ rn) 
a +0l0, log n 


log n 


und das liefert in Verbindung mit (5. 1. 6) die Behauptung. 





1. 16 


gilt. ] 
dar, : 


In zv 
result 


darste 
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Dabe 


G.K 
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5. 2. Eine Folge 3 von natürlichen Zahlen heiße im folgenden zulässig, wenn (gem. 

1. 16 gleichmäßig in n) 
S(n)>C,>0 

gilt. Für zulässige Zahlen stellt alsdann (5. 1. 1) eine asymptotische Gleichung für N (n) 
dar, aus der insbesondere N(r) > 0 zu entnehmen ist. 

Die allgemeine Diskussion von ©(n) bleibe einer späteren Abhandlung vorbehalten. 
In zwei schon früher behandelten Spezialfällen ergeben sich indessen sofort die End- 
resultate. 

5.3. Der Spezialfall A, = "= K,=b,='''=b4,=41. Hier gilt 

Satz 2. Jede genügend große natürliche Zahl n ist in der Form 


» 2 l 
Ra=p++mt+at td (s+z>0) 


darstellbar und für die Anzahl der Darstellungen gilt 
1/2 “+1j2-1 «+1/2-1 I 
B, n PAR o( n loglog ") 


ni Z— . - Gi L 
N(n) N, .{n) T(s + 1:2) log'n Sr, ln) 4 log’! n 


mil 


A ep + Ne 
für t=0 (mod 4); 
pen (p — 1)" 
Pr. + 
für t=1 (mod 4); 


- er pp — 1" +(-NVP—1) 
m -nli+, 1) 


&(W)=-NM (+) ee) 


air, Msn ua ach dus zei Minen Au 
Zt ee ee 
für 1 2 (mod 4); 


(—1)' win ip 
«“-1)/2 (y ‚‚<D R 
ee pen 4 (5) 1 


für t= 3 (mod 4). 


S* (n) - zu! +[ 


Dabei durchläuft p alle ungeraden Primzahlen, p alle ungeraden Primteiler von n'). 
Beweis. Im betrachteten Spezialfall wird nach (4. 5. 3) bis (4. 5. 5) 


Sin) = Stun) = Er) Ze”. 


G. K. Stanley zeigte ([7], Lemma 11), daß ©*,(n) in der obengenannten Weise surmmiert 
werden kann, womit Satz 3 aus dem Hauptsatz folgt. 

5. 4. Der Spezialfall A, = = K,=$; t=0. Hier gilt) 

Satz 3a. Jede genügend große natürliche Zahl n, die der Zulässigkeitsbedingung 

n=4, + '''+ a,(mod 8); n = s (mod 2) 
genügt, ist in der Form 
n=pı +'''+Pp(s>2) mi p,;,=a, (mod f) 

darstellbar und für die Anzahl der Darstellungen gilt 


& 1 ER. ie n’-! loglog n 
fr — D _ . . eH#, 
(5. 4. 1) _. = N’ (n) - yR) (s — N lagen © (n) +0 — 


?) Dies ist Satz 1 von Halberstam |13]. 
8) Dies ist Satz 3 meiner Arbeit [3], wo jedoch nichts über das Restglied ausgesagt ist. 
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i z _4v —_4 y-1 
(5.4. 2) m 2.8 (t-(„_,))xalt-(,_ı) 


pIn 
(2 —=1 oder 2, je nachdem & = 0 oder A(mod 2)). 

Dabei durchläuft p alle ungeraden Primzahlen, die den angegebenen Multiplikations- 
vorschriften genügen. 

Für unzulässige n ist trivialerweise N(n) = 0. 

Beweis. Im betrachteten Spezialfall wird nach (4. 5. 3) bis (4. 5. 5) 


Sin) =&) (m) = zN (k) Ar 2): Ze se 





H. Rademacher ([8], Gl. (5. 28), (5. 292)) zeigte, bi ©? (n) in der Form (5. 4. 2) summiert 
werden kann, womit Satz 3a aus dem Hauptsatz folgt. 

5. 5. Der Spezialfall a,, X, beliebig; t = 0. Es bezeichne & das kleinste gemeinsame 
Vielfache {K,,..., Ks} und es sei »(n) die Anzahl der geordneten s-tupel von primen 
Resten a*,...,a*(mod $) mit 

a; = a,(mod K); (a},8)=1 (o=1,...,8). 
3a; = n(mod ft). 


Mit diesen Bezeichnungen gilt 
Satz 3b. Jede genügend große natürliche Zahl n, die der Zulässigkeitsbedingung 
»(n) >0; n = s(mod 2) 
genügt, ist in der Form f 
n=pı+'''+Pps (s>2) mü p,= a,(mod K,) 
darstellbar, und für die Anzahl der Darstellungen gilt 


»(n) , ns-1 . 
yAR)(s— 1)! log'n Sn) +0| 


wobei S?(n) durch (5. 4. 2) gegeben ist. 


a u n®-! loglogn 
Nin)=N/ (n) = eb 
Für unzulässige n ist trivialerweise N,(n) =0 oder = dem 0-Glied, je nachdem 
n = s(mod 2) oder n =s(mod 2) (und also »(n) =) ist. 
Beweis. (Vgl. den Fall s = 2 bei van der Corput [10]). Der triviale Falln =s 
mod 2) darf ausgeschlossen werden. Die Lösungsanzahl der Aufgabe 


n=Fp,; P.=a,(mod K,) 


ist gleich der Summe der Lösungsanzahlen der IT Teilaufgaben 
n=3Pp,; Ps = a; (mod ft), 


8 Zahlen = a,(mod K,) eines Restsystems modulo & 


wenn hierin a} jeweils eine der K 
o 


bedeutet. 
. Ist bei einer dieser Teilaufgaben (a, 8) > 1 für irgendein o, etwa o = 1, so kommt 
für p, höchstens ein Wert in Frage. Da ferner p,,..., ?,_, höchstens je n Werte haben 


können, und da p, alsdann höchstens eindeutig bestimmt ist, ist also in diesem Falle die 
Lösungsanzahl der Teilaufgabe 


n’-\loglogn 
log'*!n 


Eu © 








die ] 


[13] 4 
[14] 1. 
[15] 1. 
[16] 1. 
[17] T 
[18] A 
[19] 4 
[20] 8 
[21] 4: 


[22] J: 
[23] J 


[24] N 
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niert 


same 
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In den Teilaufgaben, in denen (a}, 8) =1 füro =1,...,s gilt, wird nach Satz 3a 
die Lösungsanzahl durch (5. 4.1) gegeben in den x(n) Fällen, in denen außerdem 
n= 3a, (mod $) ist, und sie ist = 0, wenn dies nicht der Fall ist. 


\J} 


Insgesamt folgt die Behauptung, da x(n) <= nz <A ist. 
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Zur Theorie der kommutativen Integritätsbereiche. 


Von Wolfgang Krull in Bonn. 





Der Hauptteil der vorliegenden Note beschäftigt sich in erster Linie mit der Stellung 
des Satzes von der eindeutigen Primelementzerlegung (Z.P.E.) im Rahmen der all- 
gemeinen Ringtheorie. Den Ausgangspunkt bildet die Bemerkung, daß die Untersuchung 
eines Integritätsbereiches R ohne Verwischung der idealtheoretischen Feinheiten zurück- 
geführt werden kann auf das Studium der Quotientenringe R,, die durch die maximalen 
Primideale m‘ von R bestimmt werden '). Daran anschließend wird in $ 1 gezeigt: Ein 
R-Ideal u ist dann und nur dann umkehrbar, wenn es eine endliche Basis besitzt und für 
jedes r das Ideal u-R, ein Hauptideal wird. In $2 wird dieses Ergebnis speziell auf 
v-Ideale und endliche diskrete Hauptordnungen angewandt. Es zeigt sich, daß bei einer 
endlichen diskreten Hauptordnung R diejenigen maximalen Primideale m”, deren 
zugehöriger Quotientenring R, nicht dem Z.P.E. genügt, in gewisser Hinsicht als singulär 
angesehen werden müssen. Damit erhebt sich zwanglos die Frage nach hinreichenden 
Bedingungen dafür, daß ein Ring R mit einem einzigen maximalen Primideal m ein 
2.P.E.-Ring (Ring mit Z.P.E.) ist. Natürlich ist hier nicht der allgemeinste Fall an- 
greifbar. Wohl aber liegen wichtige Resultate vor, falls R einen p-Reihenring (regulären 
Stellenring) darstellt, d. h. falls in A die Maximalbedingung für ganze Ideale gilt und das 
maximale Primideal m eine Basis besitzt, deren Gliederzahl gleich der Dimension des 
Nullideals von R ist?). Für p-Reihenringe haben Cohen und Zariski gezeigt: Jeder voll- 
ständige, unverzweigte p-Reihenring bzw. jeder endliche p-Reihenring aus algebraischen 
Funktionen ist ein Z.P.E.-Ring?). Darüber hinaus werden in $ 3 der vorliegenden Note 
die Sätze bewiesen: 

Ein p-Reihenring ist stets ein Z. P.E.-Ring, wenn für seine vollständige Hülle der 
Z. P.E. gilt. Auch ein verzweigter vollständiger p-Reihenring ist ein Z. P.E.-Ring, wenn 
sein Nullideal die Dimension 1 oder 2 besitzt. 

Damit ist die Vermutung äußerst plausibel gemacht, daß überhaupt alle p-Reihen- 
ringe Z.P.E.-Ringe sind; jedenfalls hat man in dieser Hinsicht nur noch die verzweigten 
vollständigen p-Reihenringe zu untersuchen, bei denen das Nullideal mindestens die 
Dimension 3 besitzt. $4 bringt anknüpfend an die in $3 benutzten Beweismethoden 
einige Bemerkungen über das Verhalten der Primideale eines Stellenrings beim Übergang 
zur vollständigen Hülle. 


!) Zu den Begriffen Quotientenring eines Primideals, v-Ideals, endliche diskrete Hauptordnung vgl. etwa Krull [1], 
Nr. 7,37, 48. 

2) Zur Theorie der Stellenringe und p-Reihenringe vgl. vor allem Krull [2], Chevalley [1], Cohen [1]. Die wich- 
tigsten Definitionen (Stellenring, vollständiger Stellenring, vollständige Hülle, Unverzweigtheit) sind in $3 der Note 
nochmals kurz formuliert. Statt von regulären Stellenringen spreche ich (im Gegensatz zu Chevalley, Cohen, Zariski) 
lieber von p-Reihenringen, weil das Wort „regulär“ allzu abgegriffen ist. Man muß dann allerdings beachten, daß die 
p-adischen Ringe von Cohen im Sinne des Textes spezielle p-Reihenringe sind. 

3) Cohen [1] bzw. Zariski [1]. Der Begriff „endlicher p-Reihenring aus algebraischen Funktionen“ wird in $4 
unserer Note genauer präzisiert. 
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In $5 wird die Bedeutung der Diskriminantentheorie für das Z. P. E.-Problem heraus- 
gearbeitet. Zunächst ergibt sich leicht: Ist R ein unverzweigter p-Reihenring mit dem 
Quotientenkörper 8, © der Ring aller von X ganz abhängigen Elemente aus einem end- 
lichen algebraischen Oberkörper & von &, und ist © im Sinne der Diskriminantentheorie 
hinsichtlich R unverzweigt, so ist für jedes der endlich vielen maximalen Primideale m, 
von © der zugehörige (Juotientenring ©, ein unverzweigter p-Reihenring®). Damit ist der 
Anschluß an $ 3 hergestellt. 

Darüber hinaus kann man bei einer endlichen unverzweigten Erweiterung © eines 
beliebigen Z.P.E.-Ringes R wenigstens ein Teilergebnis gewinnen, das die Vermutung 
plausibel macht, daß für jedes &-Primideal $ immer der zugehörige Quotientenring &; 
ein Z.P.E.-Ring sein muß. (Die Schwierigkeiten, die sich dem vollständigen Beweis dieser 


Vermutung entgegenstellen, entstehen durch das mögliche Auftreten von &-Primidealen p, 


deren Restklassenring S/p nicht ganz abgeschlossen ist.) 

In $6 werden an einem elementaren Beispiel die Verhältnisse veranschaulicht, mit 
denen man bei einem Stellenring, der kein p-Reihenring ist, bzw. bei einer verzweigten 
Erweiterung © eines (unverzweigten) p-Reihenringes R rechnen muß. Es wird so sicher- 
gestellt, daß die Beschränkung auf p-Reihenringe bzw. unverzweigte Erweiterungen in 
$3 bis $5 unvermeidbar ist. 

$7 und $8 hängen mit dem Hauptteil der Note nur ganz locker zusammen, — im 
wesentlichen durch das Anknüpfen an $1 und eine dort bei den umkehrbaren Idealen 
auftretende Schwierigkeit. Während in $1 bis $6 die Bildung der Quotientenringe NR, 
bzw. beliebiger Primidealquotientenringe R, nur ein wichtiges Hilfsmittel im Rahmen 
weitergehender Untersuchungen darstellt, handelt es sich in-$7 und $8 darum, die all- 
gemeine Theorie der Quotientenringe selbst in verschiedenen Richtungen zu ergänzen. 
Den Ausgangspunkt liefert die Bemerkung: Ist & irgendeine Menge von multiplikativ 


abgeschlossenen Systemen $, aus R, R, der Ring aller Quotienten 5 (aeR,beS,) und 


ist R= N,„NR,, so erhält man eine ’-Operation im Sinne der allgemeinen Idealtheorie°), 
wenn man jedem #-Ideal a das Ideal a = N,(a-R,) zuordnet (,L-Operation‘‘). 
Allerdings ist zu beachten, daß bei den ’-Operationen grundsätzlich unterschiedlos ganze 
und nichtganze Ideale betrachtet werden, während bei einem einzelnen Quotientenring 
NR, nur zu einem ganzen R,-Ideal ein eindeutig zugeordnetes (ganzes) R-Ideal existiert. 
Hieraus entsteht bei den &-Idealen eine gewisse Schwierigkeit, die vor allem beim Studium 
der umkehrbaren Ideale lästig ist und die in $ 7 genauer analysiert wird. Es zeigt sich, 
daß man nur unter gewissen Endlichkeitsvoraussetzungen zu voll befriedigenden Sätzen 
kommt. 

Schon früher wurde von mir eine andere Möglichkeit betrachtet, den der Quotienten- 
ringbildung zu Grunde liegenden Gedanken zur Einführung einer '-Operation zu benützen. 
Dabei wurde an Stelle einer Menge & von multiplikativ abgeschlossenen Elementsystemen 


S, ein einziges multiplikativ abgeschlossenes System A von Idealen e, = (a{”,...., a,,) 


gesetzt (‚A-Operation“). In $8 wird nun der Zusammenhang zwischen &- und A-Opera- 
tionen unter passenden Endlichkeitsannahmen genauer untersucht. Dabei erhält man 
insbesondere für Noethersche Ringe (Ringe mit Maximalbedingung) den einfachen Satz, 
daß jede &-Operation auch als A-Operation gedeutet werden kann und umgekehrt. 





*) Zur Diskriminantentheorie vgl. Krull [3]. Man beachte, daß das Wort „unverzweigt‘‘ in dem angeführten 
Satz (der übrigens in $5 in einer etwas allgemeineren Fassung auftritt als hier in der Einleitung), zweimal in ver- 
schiedenem Sinne gebraucht ist. 

5) Zum Begriff der ’-Operation vgl. Krull [1], Nr. 43. 
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$ 1. Umkehrbare Ideale. 


Es sei R ein beliebiger Integritätsbereich. Betrachtet werden in dem Quotienten- 
körper 8 von ®R beliebige ganze oder nichtganze R-Ideale + (0). Mit a,b,... bzw. 
&, ß,... bezeichnen wir Elemente aus R bzw. $, mit a-! das Ideal aller der «, für die 
z.-a<R ist. Ista-a-!—= NR, so heißt a umkehrbar. Ein Primideal p aus R wird mazimal 
genannt, wenn zwischen R und p kein echtes Zwischenideal liegt. Häufig benutzt wird 
der Satz: Jedes Ideal a<#R ist in mindestens einem maximalen Primideal enthalten. 
Von den umkehrbaren Idealen u weiß man: Die Menge aller u bildet eine multiplikative 
Gruppe ®, mit dem Einheitselement R. Die Menge aller Hauptideale bildet eine Unter- 
gruppe ©, von ®,. Jedes umkehrbare Ideal ist endlich, d.h. es besitzt eine endliche Basis®). 


Satz 1. Gibt es in R nur endlich viele maximale Primideale m,,... ., My, so ist jedes 
umkehrbare Ideal u Hauptideal. 
Beweis. Für jedes i gibt es ein Elementepaar «;eu, P,;eu-! derart, daß «,ß, € m,, 


denn anderenfalls wäre uu-"<m;<®#R. Durch eine bekannte Konstruktion findet man 
weiter für jedes i ein db, derart, daß b,em,, hem, n nm N Ma NN mu’). 
Es ist dann: b, BJ u<m, nn m N MN +++ N mn, bißiucm, und daraus ergibt 


sich für &! — b,ßı + ++ + bu ßn sofort: «u<cR, tuemli=1,..,n);atu=fR; 
(x =") = u=!,(&) = u. — Bei beliebigem R seien m‘”’ die mit Hilfe irgendeiner Indexmenge 
durehnumerierten maximalen R-Primideale, und es sei R, der zu m” gehörige Quotienten- 
ring, also der Ring aller Quotienten a - b-! (be m”). Ist a ein beliebiges R-Ideal, so 
setzen wira,=aR,(a'), =a 'R,=a;,'. Es ist dann immer a = N,a,, weil für jedes 
xzeN,a, das Ideal «ar R = (e):a in keinem m” enthalten und damit gleich R ist. 

Satz 2. a ist dann und nur dann umkehrbar, wenn a endlich und a, für jedes r ein 
Hauptideal ist. 

Beweis. a) It aa '—=N, so ist auch a,a,' = R,, und es muß a, nach Satz 1 ein 
Hauptideal sein, weil R, nur das einzige maximale Primideal m‘ besitzt; daß a im Falle 
der Umkehrbarkeit endlich ist, wurde schon früher festgestellt. — 

bx) Angenommen, es sei gezeigt, daß a,' = (a,)"" ist für jedes r. Ist dann stets 

a,(a,)"' er a,a,' ara R,, 
so folgt: 
R=ENR,=Naa,'"=Nlaaı)R,=Nlaa"),=aa. 


b 5) Die volle Richtigkeit von Satz 2 ergibt sich angesichts von a) und b«) aus dem 


an sich bemerkenswerten 


Satz 3. Ista= (a,,...,«,) endlich, so ist immer a,' = (a,) ' 


Beweis. Ist nämlich ye(a,)-', das heißt yweR,(i=1,...,n), so gibt es ein 
ce & m'"derart, daß (cy)yeR(i=1,...,n), d.h. ceyea-! ist, und daraus folgt yeca, ' 
wegen ce !eR,. Es ist also (a,) "<a,'. Andererseits wird immer a,'<(a,)"", weil 
a-a'<R stets aaa, = (aa°')-R,<NR, nach sich zieht. — 

Satz 2 und Satz 3 werden im negativen Sinne ergänzt durch: 

Satz 4. Es wird (a,) ' + a,' bei passender Wahl von R, a, m”, und es kommt vor, 
daß a nicht umkehrbar ist, obwohl es alle a, sind. 


%) Zur Existenz der maximalen Primideale vgl. z.B.: W. Krull, Idealtheorie in Ringen ohne Endlichkeits- 
bedingung, Mathematische Annalen 101 (1929), S. 729—744. — Zu den umkehrbaren Idealen vgl.: W. Krull, Ein 
Hauptsatz über umkehrbare Ideale, Math. Zeitschr. 31 (1930), S. 558. 


’) Da m; niemals m, + m, enthält, gibt es ein e,, € m,, € m;. Man setze b, = ]J c- 
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Beweis. Es sei etwa R der Ring aller ganzen algebraischen Zahlen, m‘ sei ein festes 


(notwendig maximales) Primideal aus R®). Die durch m‘” bestimmte Bewertung B, von ft 
sei wie üblich so normiert, daß die in m‘” liegende Primzahl p, den Wert 1 erhält. q<R 
sei das Ideal aller der «, die in B, mindestens den Wert 1 haben. Dann ist q"!—= NR, 
aqa-'=q=+ NR. Denn jedes nicht in R liegende «€ X hat in unendlich vielen Bewertungen 
von X negative Werte und zu jeder Bewertung B, + B, von & gibt es ein aeq vom 
Werte O0 in B,. — Andererseits hat man q, = N, für 7 + 0 und q, = p,R, es sind also 
alle q, Hauptideale und damit umkehrbar. Ferner wird ,'=R,, (9) "= PR, + Ro: 

Auf die Schwierigkeiten, die sich aus Satz 4 ergeben, werden wir in $5 in größerem 
Zusammenhang ausführlich zurückkommen. 


$2. v-Ideale und endliche diskrete Hauptordnungen. 


r 


Die Symbole m‘”, a, usw. haben dieselbe Bedeutung wie in $1. Das Ideala=a 
wird wie üblich v-/deal genannt, wenn ein Ideal c derart existiert, daß a=c'. Zu 
jedem Ideal a gibt es ein kleinstes umfassendes v-Ideal, nämlich a’ = (a°') '. Es ist 
stets (a’)’ = a”. Unter dem v- Produkt der Ideale a’ f” verstehen wir (a”f”)" = (af)”. Folgt 
aus (af)” — (ac)” stets f" — c’, so sagen wir, es gälte der v-Kürzungssatz. In den Fällen, 
in denen man statt der Dedekindschen die v-Ideale benutzt, wird man in der Regel zum 
mindesten die Gültigkeit des v-Kürzungssatzes erwarten. Andererseits kommt man von 
verschiedenen Seiten her auf die Frage, in welchen Ringen bei v-Idealen das endliche 
Idealprodukt mit dem v-Produkt zusammenfällt, also a’b” = (a”b”)” gilt. 

Satz 5. R genügt dann und nur dann den beiden Bedingungen: 

1) Es gilt der v- Kürzungssatz. 

2) Es ist stets a’b" — (a”b”)”. 
wenn alle v-Ideale umkehrbar sind, d. h. (nach $ 1), wenn jedes v-Ideal endlich ist und durch- 
weg a’ ein Hauptideal darstellt. 

Beweis. a) Es gelte der v-Kürzungssatz und es existiere zu «ef ein a + O derart, 
daß ad eR(i=1,2,...). Dann wirdaa =afüra = (1, «x, «?,...) und damit erst recht 
(a’a”)" = (a’R)’. Nach dem v-Kürzungssatz ist also "=-M—-R,a<NR, d.h. ad eR 
(i=1,2,...)zieht zeR nach sich, R ist „vollständig ganz abgeschlossen‘. Daraus folgt 
nach einem bekannten Satz weiter (aa ')" = R für jedes v-Ideal a. Gilt also außer dem 
v-Kürzungssatz (Bedingung 1) noch Bedingung 2, so hat man a’(a) "— R für alle 
v-Ideale °). i 

b) Sind alle v-Ideale umkehrbar, so hat man 

(a”b”) (b”)""(a’) "= (a’(a’) ')(B(H) = RR—- NR, a’b" = ((a’) '(b") ') "= (a’b”) 
(Bedingung 2). Weiter ergibt sich aus (a”b”)” — a”b" = (a”’c’)" = a’c” sofort 
RE) =) re (Bedingung 1). 
Satz 6. Genügt R den Bedingungen 1 und 2 von Satz 5, und gibt es in R nur endlich 


viele maximale Primideale, so ist jedes v-Ideal Hauptideal. 
Satz 6 folgt sofort aus Satz 5 und Satz 1 von $1. 


8) Zu den unendlichen algebraischen Zahlkörpern vgl. Krull [1], Nr. 44. — Daß jedesa + 0 aus dem Körper st 
aller algebraischen Zahlen in unendlich vielen Bewertungen B: Nichteinheit ist, folgt aus der Tatsache, daß zu jeder 
Bewertung B eines unendlichen algebraischen Zahlkörpers & ein endlicher algebraischer Oberkörper €, so bestimmt 
werden kann, daß B mindestens zwei verschiedene Fortsetzungen auf €, besitzt. 

9) Zu den v-Idealen vgl. Krull [1], Nr. 43. Es sei daran erinnert, daß die Beschränkung auf v-Ideale gleichwertig 
ist mit der Einführung des Ideal-Äquivalenzbegriffes von Artin und van der Waerden (am b, wenn a7! = br), 
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Wir wenden unsere Resultate speziell auf den Fall einer endlichen diskreten Haupt- 
ordnung an !°). Vom Standpunkt der Idealtheorie aus kann man bekanntlich definieren: 
R heißt endliche diskrete Hauptordnung, wenn der v-Kürzungssatz und die Maximal- 
bedingung für ganze v-Ideale gelten bzw. (und scheinbar mehr fordernd), wenn jedes ganze 
v-Ideal eindeutig als Produkt von endlich vielen, gegenseitig primen v-Primidealen dar- 
stellbar ist („Z.P.l. für v-Ideale‘“). Eine endliche, diskrete Hauptordnung, bei der alle 
v-Ideale Hauptideale sind, ist nichts anderes als ein Z.P.E.-Ring, also ein Ring, in dem 
jedes Element bis auf Einheitsfaktoren eindeutig als Produkt von endlich vielen Prim- 
elementen dargestellt werden kann. Gleichzeitig mit R ist stets auch jedes R, eine end- 
liche diskrete Hauptordnung. Die v-Primideale von R, sind die Erweiterungsideale der 
in m'” enthaltenen v-Primideale von R, und es gibt infolgedessen zu jedem v-Ideal c' 
ein v-Ideal a” derart, daß c —= (a’)R, wird. Ferner wird bei einer endlichen diskreten 
Hauptordnung immer a; ' = (a,) ', so daß die Umkehrbarkeit aller a, stets die Umkehr- 
barkeit von a nach sich zieht "'). — Schließlich ist leicht zu sehen, daß ein Ring mit nur 
endlich vielen maximalen Primidealen m‘ eine endliche diskrete Hauptordnung sein 
muß, wenn jeder Quotientenring R; eine endliche diskrete Hauptordnung darstellt !2). 
Verknüpft man diese Bemerkungen mit Satz 5, Satz 6 und Satz 1, so erhält man ohne 
Schwierigkeit: } 

Satz 7. a) Bei einer endlichen diskreten Hauptordnung gilt dann und nur dann allgemein 
(a”b”’)” — a”b”, es ist also dann und nur dann bei Rt jedes v-Ideal umkehrbar, wenn jeder 
Ring R, ein Z. P.E.-Ring ist. 


b) Ein Ring mit nur endlich vielen maximalen Primidealen m“ ist dann und nur 
dann ein Z. P.E.-Ring, wenn jeder Quotientenring R; ein Z. P. E.-Ring ist. 


Satz 7a) zeigt, daß es bei den endlichen diskreten Hauptordnungen wenig Sinn hat, 
v-Ideale einzuführen, wenn man für die beabsichtigten Rechnungen die Allgemeingültig- 
keit der Gleichung (a”b”)” = a”b” braucht. Denn in allen Fällen, in denen diese Gleichung 
gilt, wird man besser nach üblichem Schema die Betrachtung von R auf das Studium der 
Ringe R, zurückführen. Da die R, mit Hilfe der maximalen Primideale von R definiert 
sind, gehen bei diesem Übergang keine idealtheoretischen Feinheiten verloren, und man 
hat den großen Vorteil, daß die R, Z.P.E.-Ringe sind, so daß man in ihnen statt mit 
v-Idealen mit Elementen rechnen kann. 


$ 3. Ein Kriterium für Z.P.E.-Ringe. 


Die Ergebnisse von $1 und $ 2 führen auf die Frage nach Kriterien dafür, daß ein 
vorgelegter Integritätsbereich ein Z.P.E.-Ring ist. Um hier zu einem weitreichenden 
Ergebnis zu kommen, bezeichnen wir einen (nicht notwendig nullteilerfreien) Ring © mit 


u 


Einheitselement wie üblich als Stellenring, wenn © ein Noetherscher Ring (Ring mit 


10) Eine erste Anregung zur Abfassung der vorliegenden Note gab mir eine Korrespondenz mit Herrn Roqueile 
über diese Frage. Vgl. auch Krull [4], $2. S. 126. 

1) Zu den endlichen diskreten Hauptordnungen vgl. Krull [1], Nr. 37 und 43 (auf S. 119 Zusammenhang mit 
den v-Idealen). Vgl. ferner Krull [4], wo sich bereits Satz 7a findet (Satz 12, S. 127). 

12) Die Beweise dieser Sätze werden besonders einfach, wenn man die bewertungstheoretische Definition der 
endlichen diskreten Hauptordnungen heranzieht. Man beachte dabei: Die r-Primideale p}, (d. h. soviel wie die mini- 
malen Primideale) der endlichen diskreten Hauptordnung R entsprechen umkehrbar eindeutig den Bewertungen Bs 
des ausgezeichneten zu R gehörigen Bewertungssystems. Es ist dann und nur dann P,, kein Unterideal von m(”), wenn 


in#ein Element « existiert, dessen Wert in B,, positiv ist, während für alle p, < m(” der Wert vona in B, gleich 0 wird. 
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Maximalbedingung) ist und es in © nur ein einziges maximales Primideal m gibt"). In 
einem Stellenring © gilt stets die Gleichung N„m” = (0). Bilden wir daher die Menge $* 
aller Folgen {a,, a,, @, . . .}, (a;€ ©), die der Verträglichkeitsbedingung a, = a„-, (m"-'), 
(n=1,2,...), genügen, und definieren wir in &* Gleichheit, Addition, Multiplikation 
dureh: 

fa, a,,...}={[b„,d,,...} dann und nur dann, wenn a, = b„(m"), (n = 1,2,...) 


4 u ie 3. \ 
lag @1 --.4 + {da du, - - 4 = [as + Du, 0, + du - - +}; 


so wird S* durch diese Festsetzungen zu einem #ting, der sich als Oberring von © aul- 
fassen läßt. (Man hat nur durchweg die Folge {a,a,a,...} mit dem ©-Element a zu 
identifizieren.) Der Ring ©&*, der als die vollständige Hülle von © bezeichnet werden soll, 
ist selbst ein Noetherscher Stellenring mit dem maximalen Primideal m* — m&*. Für 
jedes S-Ideala wird a&S*na=a. Und ©* ist vollständig in dem Sinne, daß die Gleichung 
(S*)* = ©&* gilt. Bei einem beliebigen Stellenring © bildet der Restklassenring S/m = K 
einen Körper; a(b, c,...) möge stets das durch a(b, c,...) aus & definierte Element aus 
K bedeuten. 

Es sei nun (p,, - - -, ?„) eine minimale (also aus möglichst wenig Elementen be- 
stehende) Basis des Primideals m von ©; 9,(p; a) (yı(p; a),...) bezeichne stets eine 
homogene Form g-ten (h-ten,....) Grades in p,, - - ., ?„ mit beliebigen Elementen a aus © 
als Koeffizienten; g,(u; a) (yı(u; a),...) sei die Form aus K[u,,..., 2„], die entsteht, 
wenn man in g,(p; a) (yı(p; a),...) die p, durch Unbestimmte u, und die a durch die 
zugeordneten Restklassen a ersetzt. g,(u; a) möge Anjangsform des ©-Elements A 
genannt werden, wenn A — g,(p; a)em’*' ist“). Es gilt dann: Jedes &-Element besitzt 
Anfangsformen. Ist g,(u; a) bzw. y„(u; a) Anfangsform von A bzw. B(g<h), so ist 
pg(u; a)» y„(u; a) Anfangsform von A - B, während eine Anfangsform von A + B durch 
Y,(u; a) + y,(u;a) oder g,(u; a) gegeben ist, je nachdem ob g = h oder g <.Äh ist ®) 

Diese Bemerkung gestattet es, mit den Elementen von © in ganz ähnlicher Weise 
zu rechnen wie mit formalen Potenzreihen in u,,...,24„ über K. Allerdings wird ein 
Element i.a. unendlich viele zugehörige ‚‚Reihenentwicklungen‘ besitzen. Gibt es zu 
jedem Element (in einem Sinne, der noch genauer zu präzisieren wäre) nur eine zugehörige 
Entwicklung, d.h. besitzt jedes Element A nur eine einzige Anfangsform y,(u; a), so soll 
© als p-Reihenring bezeichnet werden '*). Die Hauptbedeutung der p-Reihenringe beruht 
darauf, daß in der algebraischen Geometrie die einfachen Teilmannigfaltigkeiten beliebiger 
irreduzibler algebraischer Mannigfaltigkeiten durch spezielle p-Reihenringe dargestellt 
werden. Hier soll ganz allgemein die Frage untersucht werden, ob etwa ein beliebiger 
p-Reihenring stets einen Z.P.E.-Ring darstellt, — eine Frage, die für die p-Reihenringe 








13) Zu $3 vgl. vor allem: Krull [2], Chevalley [1], sowie Zariski [1] (insbesondere S.2). Bei der kurzen Wieder- 
holung der Grunddefinitionen zu Beginn des Paragraphen habe ich mich im wesentlichen an Krull [2] gehalten; hier 
vgl. vor allem: $6 (Einführung der vollständigen (dort perfekt genannten) Stellenringe, Gleichung a&* = a); $2 
(Begriff der Anfangsform). 

14) Natürlich hatman A€ m’, wenn eine Anfangsform 9,(u; ä) existiert. Man beachte, daß A in einem allgemeinen 
Stellenring u. U. unendlich viele Anfangsformen besitzen kann. 

15) Hat A bzw. B die Anfangsform g,(u; ä) bzw. — 9,(u; ä), so daß sich für A + B formal die Anfangsform 0 
ergibt, so besagt das, daß A + B eine Anfangsform höheren als g-ten Grades besitzt. 

16) Zur Begründung der Wahl des Wortes p-Reihenring vgl. ?). Es sei hier noch beigefügt, daß für mich auch 
der Umstand maßgebend war, daß gerade in der algebraischen Geometrie, der zuliebe C'hevalley die Bezeichnung 
„regulärer Stellenring‘‘ bevorzugte, die Terminologie nicht einheitlich ist. Vgl. hier z. B.: D. E.’Northeott, An appli- 
eation of local uniformisation to the theory of divisors (Proc. Cambridge Philos. Soc. 47 (1951), 5. 279— 285), wo 
einleitend ausdrücklich hervorgehoben wird, daß sich das von Northeott bewiesene Theorem wegen Differenzen in 
den Grunddefinitionen mit dem Satz von Zariski |1], 5. 2. nicht genau deckt. 
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der algebraischen Geometrie von Zariski auf Grund gewisser Sätze von Chevalley positiv 
beantwortet werden konnte !?). 

It S=®% ein p-Reihenring, so ist ® stets nullteilerfrei und ganz abgeschlossen, 
also als Noetherscher Ring eine endliche diskrete Hauptordnung, und es stellt auch die 
vollständige Hülle ®* einen p-Reihenring dar. Unser nächstes Ziel ist der Beweis de; 
Fundamentalsatzes: 

Satz 8. Ist die vollständige Hülle ®* des p-Reihenringes ® ein Z. P.E.-Ring, so ist 
auch ® selbst ein Z. P.E.- Ring. 

Satz 8 stützt sich auf eine längere Reihe von großenteils bekannten Hilfssätzen: 

Hilfssatz 1. /st in dem beliebigen Stellenring $ das Element A zum Ideal a prim, sv 
ist A auch in der vollständigen Hülle S* zu a&* prim. 

Es sei AB*e a&*(B*e ©*), und es sei, was sicher möglich, für ein festes, beliebig 
großes n das Element B„e& so bestimmt, daß B* — B„e(m*)”. Dann ist 

AB„e(a+ Am") S&*n SS =a+ Am", 
also 
A(Bn+ C.)ea (Cnem*), Bn + CnEa, Bnea+ m’, Bea&* + (m*)”. 

Wir haben also BeN„(a&* + (m*)") = a&*'®). 

Aus Hilfssatz 1 folgt unmittelbar 

Hilfssatz 2. /st p ein Primideal aus ©, so wird a* n S =p für jedes zu p&* nicht 
prime Oberideal q* von p&*, insbesondere für jedes im Noetherschen Sinne zu pS* gehörige 
Primideal q*. 

Für weitere Hilfssätze brauchen wir den Begriff des Leitideals a, eines Ideals a 
aus dem Stellenring ©. Man versteht darunter einfach das Ideal aus dem Formenring 
Kl[u,,...,u4„], das durch die Anfangsformen der Elemente von a gebildet wird. Aus 
der Definition der vollständigen Hülle &* folgt sofort 

Hilfssatz 3. a und a&* haben stets das gleiche Leitideal. 

Schreibt man ferner einem Ideal a aus dem beliebigen Ring R wie üblich die 
Dimension d zu, wenn in R zwar für l=d, aber nicht für lZ=d-+1 eine Kette 
a= Po. Pı<+--< pP, mit Primidealen p, gebildet werden kann, so gilt: 

Hilfssatz 4. Ein beliebiges Ideal a aus dem Stellenring © hat stets die gleiche Dimension 
wie das Leitideal a, aus K[u,,..., un] '?). 

Da ein p-Reihenring offenbar dadurch gekennzeichnet ist, daß bei ihm das Nullideal 
das Nullideal aus Ä[u,,..., u„] als Leitideal hat, folgt aus Hilfssatz 4 sofort: Der Stellenring 
ist dann und nur dann ein p-Reihenring, wenn die Dimension des Nullideals von © gleich 
der Gliederzahl n einer Minimalbasis von m ist. Ist weiter A ein Element aus dem Stellen- 
ring ® mit der Anfangsform g,(u; a), so wird ersichtlich das Hauptideal (p,(u; a)) aus 
Kl[u,,...,u„] das Leitideal des Hauptideals (A) aus ®, und auf Grund von Hilfssatz A 
ergibt sich: Die Dimension eines Hauptideals (A) # (0) aus ® ist stets gleich n — 1. 

Etwas tiefer liegt der für uns entscheidende 

Hilfssatz 5. Gilt im Stellenring ® der Z. P.E., und besitzen die Elemente des Ideals a 
den größten gemeinschaftlichen Faktor 1, so gibt es in dem Leitideal a, von a zu jeder beliebigen 
Form g,(u; a) eine relativ prime Form y,(u; a). 


17) Zariski [1], 5.2. Der an entscheidender Stelle benutzte Satz von Chevalley findet sich in Chevalley [2]. 
Vgl. 24) bei $4. 

18) Hilfssatz 1 ergibt sich aus C'hevalley [1], Proposition 5 und 6, 8.699 (vgl. eine Anwendung in diesem 
Sinne bei Zariski [1], S. 22). Die Beweisandeutung des Textes folgt im wesentlichen dem Vorbild von Chevalley, wo 
im übrigen gleich der Fall eines Halb-Stellenringes behandelt ist. 

19) Vgl. hierzu: Krull [2], $2 u. $3. Zur Dimensionstheorie der Polynomringe vgl. auch Krull [1], Nr. 16 u, 17. 
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Wegen des Z.P.E. ist nämlich in dem Integritätsbereich ® jedes minimale Prim- 
ideal (d.h. jedes Primideal p + (0) ohne von (0) verschiedenes echtes Primunterideal) 
ein Primhauptideal. Das betrachtete Ideal a kann also in keinem minimalen Primideal 
von ® enthalten sein, und seine Dimension ist infolgedessen nur mindestens 2 Einheiten 
kleiner als die Dimension n des Nullideals. Nach Hilfssatz 4 ist also auch die Dimension 
von a, in K[u,,..., un] höchstens gleich n — 2, und daraus folgt sofort die Behauptung. 


Hilfssatz 6. /st in einem p-Reihenring ® das Leitideal a, von a ein Hauptideal, so 
ist a selbst ein Hauptideal. 

Es sei nämlich a, = (g,(u; a)), und es sei A ein Element aus a mit der Anfangslorm 
y,„(u; a). Dann haben a und (A) das gleiche Leitideal, und daraus folgt nach einem 
bekannten Satz a = (A)'P). Wir kommen nun rasch zum Ziel: 

Hilfssatz 7. Gilt in der vollständigen Hülle ®* des p- Reihenringes ® der Z. P. E., so ist 
jedes minimale Primideal p aus ® ein Hauptideal. 

Es bedeute 7* den größten gemeinschaftlichen Faktor der Elemente von p®B*, so- 
daß pP* = 7*c* wird. Ist c* — ®*, so ist p®* Hauptideal und damit nach Hilfssatz 6 
auch p, denn es haben ja p und p®* das gleiche Leitideal. Es genügt also zu zeigen, daß 
die Annahme c* + ®* zu einem Widerspruch führt. Hierzu überlegen wir: 

a) Ist c* + ®*, also auch (7*) + p®B*, so ist c* zu p B* nicht prim; nach bekannten 
Sätzen existiert dann auch (mindestens) ein zu p ®* nicht primes Primoberideal p* von 
c*. Nach Hilfssatz 2 wird p n®B =p. 

b) Da sich auf a= c* Hilfssatz 5 anwenden läßt, ist die Anfangsform „,(u; «) 
der größte gemeinschaftliche. Faktor der Elemente des zu p und p®* gehörigen Leit- 
ideals p,. Zur Erreichung des gewünschten Widerspruchs genügt es also zu zeigen, daß 
die Elemente von p, durch eine zu y,(u; a) prime Form y,(u; a) teilbar sein müssen. 

c) Es sei C*B* +... + C*B* (B,= B*. T*ep) ein nach Hilfssatz 5 existierendes 
lllement aus c* = (7*)-!p®* mit zu g,(u; a) primer Anfangsform z,(u; a). Wählen 
wir die Elemente C, aus ® so, daß C* — C,e(m*)“ ist mit hinreichend großem N, so 
hat auch D* = C!B#* +... + (,B% die Anfangsform y,(u; a), und es ist D* Teiler des 
Elements C,B, + + C„nBm = T*D* +0 aus p. Da D* in dem in a) eingeführten 
Primideal p* enthalten ist, muß auch ein Primfaktor P* von D* zu p* gehören; die 
Anfangsform y,(u; a) von P* ist als Teiler von y,(u; a) zu p,(u; a) prim. 

d) Für den Durchschnitt (P*) n ® des Primideals (P*) aus ®* mit ® haben wir 
(wegen C,B, + +++ Cm Bme€(P*)): 

(0) < (Pr) APBeprnP=p. 
Wegen der Minimaleigenschaft von p folgt daraus (P*F)n®B=p. Es müssen also alle 
Elemente des Leitideals p, von p durch die Anfangsform y,(u; a) von P* teilbar sein, 
d.h. der gewünschte Widerspruch ist gewonnen. 

Aus Hilfssatz 7 folgt endlich leicht der Hauptsatz 8. Man braucht nur zu beachten: 
Jeder p-Reihenring ist als ganz abgeschlossener Noetherscher Ring eine endliche diskrete 
Hauptordnung. Benutzt man gewöhnliche Ideale statt v-Ideale, so sind die v-Primideale 
von ® im Sinne von $ 2 nichts anderes als die minimalen Ringprimideale. Sind also in ® alle 
minimalen Primideale Hauptideale, so sind es alle v-Primideale und damit überhaupt alle 
v-Ideale; es wird also ® ein Z.P. E.-Ring. 

Angesichts von Satz 8 hat man nur noch zu untersuchen, wann ein vollständiger 
p-Reihenring ®* ein Z.P.E.-Ring ist. Hier ist der Fall, daß ®* (d.h. das Nullideal - 
von ®*) die Dimension 1 besitzt, trivial. Denn ein vollständiger p-Reihenring der 
Dimension 4 ist nichts anderes als der Bewertungsring eines diskret bewerteten, per- 
fekten Körpers. Weiter zeigt man elementar: 
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Sutz 9. Ein vollständiger Stellenring der Dimension 2 ist stets ein Z. P.E.- Ring ?®) 

Der Beweis von Satz 9, der der Kürze halber nur skizziert werden soll, ergibt sich 
aus den folgenden Bemerkungen: a) Ist die Anfangsform von A* zur Anfangsform voı 
B* prim, so ist A* zu B* prim. b) Ist die Anfangsform y,(u; a) von A* Produkt von zwei 
gegenseitig primen Formen 9,,(u; a), so gibt es in ®* eine Zerlegung A* = AfAf, bei 
der A# die Anfangsform 9, (u; a) hat ((=1,2). c) Sind die Anfangsformen (x,(u; a))* 
(i= 1,2; 0, = 0,) der Reihen A# Potenzen der gleichen in Ä[u,, w;] irreduziblen Form 
4,(u; a), und ist A* nicht durch A# teilbar, so existiert ein 3* derart, daß die Anfangsform 
von A* — B*A# eine Zerlegung y,(u; a) = w,(u; a)» (x,(u; a))* (0 < 0; < 0,) mit zu 
4(u; a) primen w,(u; a) besitzt. 

Es ist mühelos zu sehen, daß man auf Grund von a), b), ec) in ®* einen verallgemei- 
nerten Euklidischen Algorithmus einführen kann, der die Gültigkeit des Z.P.E. sichert. 
Was die Beweise angeht, so folgt a) sofort aus einem allgemeinen Leitidealsatz ?'!) und 
zwar für ganz beliebige vollständige p-Reihenringe. Auch ce) gilt ganz allgemein. Ist 
nämlich C* so bestimmt, daß AF— C* A* ce (m*)"**", und ist die Anfangsform von 
Ar— C*A% durch y,(u; a))® teilbar, etwa gleich g,„(u; a) - (z,(u; a))*:, so wird für 
jede zu 9„(u; a) korrespondierende Form gy„(p; a) aus ®* jedenfalls: 

Ar— (C* + pn(p;a))-A$ em"; pulpza)emr. 
Diese Bemerkung zeigt: Existiert zu A*, A% kein B* von der in c) gewünschten Art, so 
gibt es in ®* eine der „Verträglichkeitsbedingung‘‘ im Sinne des ersten Abschnitts dieses 
Paragraphen genügende Folge {C#, C},....} derart, daß für das zugehörige, in B* = (®B*)* 
liegende Element C* die Differenz AF — C* A% in N, m" = (0) liegt, daß also A = C* Af 
wird. , 

Bei b) schließt man ähnlich wie bei c), aber diesmal unter Ausnützung der 
Dimension 2, also der Tatsache, daß man es mit binären Formen y,(u; a) zu tun hat. 
Es seien C* und C* mit den Anfangsformen Y% (u; a) (i = 1,2) so bestimmt, daß 
A* — CH C$em"'""*(n 1). Dann lassen sich zu der Anfangsform y,,,,.,,(4;. a) von 
A*—C}:C% in Kl[u, u] zwei Formen y,),,(u; a) derart finden, daß 


‚ — (*) (1) || (1) (2) 
Y n+g ta An+g, Yy 53 Antgı Po: 


ist. Istnun x’ „‚(P; a) irgendeine zu x. (u; a) korrespondierende Form aus P*, so hat man 
. [ 


A*— (CH + nu(P5a)) (CH + un. (p; a)) em" nt" 
usw. 22). Für n> 2 versagt unsere Methode, weil der beim Beweise von c) benützte 


Hilfssatz über die Darstellbarkeit von y,,,,;,, nicht mehr gilt. Hier ist erst Cohen auf 
Grund viel tiefer liegender Struktursätze einen entscheidenden Schritt weitergekommen. 


Ist & der Quotientenkörper von ®, so haben entweder 8 und ®/m —= K die gleiche 
Charakteristik oder es hat $ die Charakteristik 0, es läßt sich also $ als Oberkörper des 
rationalen Zahlkörpers R, auffassen, und es gibt eine eindeutig bestimmte, zu m* gehörige 


20) Auf die Gültigkeit von Satz 9 machte mich Herr E. Kähler aufmerksam. Den Beweis des Textes habe ich 
für gewöhnliche Potenzreihen mit Körperkoeffizienten schon vor über 20 Jahren im Kolleg vorgetragen; im Gespräch 
mit Herrn Kähler wurde mir sofort klar, daß die Übertragung auf beliebige p-Reihenringe ohne weiteres möglich ist. 
Herrn Kählers eigener Beweis verlief anscheinend ähnlich wie der meinige. 

21) Vgl. Krull [2], Satz 4, S. 208. 

22) Die Konstruktion zweier der Gleichung A*= D#D% genügenden Elemente verläuft natürlich so, daß man 
beim ersten Schritt n =1, ca = op; a) wählt, wobei g(®(p; a) eine ou; ä) korrespondierende Form aus ®* 


9; Gi 9 
a 0 „.. } bildet, derart 


bedeutet, und dann schrittweise zwei der Verträglichkeitsbedingung genügende Folgen {c 
daß A* — 07,0), E m"+1+n+9 wird, 


2n 








Prir 
ben! 
die 


von 
zum 
Pot, 
ison 


dige 
Abe 
fach 
dar: 
die 

von 
ode 
ausı 


von 
unn 


prir 
bes 


voll 


Stru 
Zum 


daß 
Ann 








Krull, Zur Theorie der kommutativen Integritätsbereiche. 239 


Primzahl p. Der Ring ®* wird nun, analog der bei den diskret bewerteten Körpern 
benutzten Terminologie unverzweigt genannt, wenn entweder der erste Fall vorliegt oder 
die ausgezeichnete Primzahl p nicht in (m*)? enthalten ist. Nach Cohen gilt dann: 

Satz 10. Jeder unverzweigte, vollständige p-Reihenring ®* ist ein Z. P.E.- Ring. 

Der Beweis stützt sich auf einen vor allem im Fall der Charakteristikungleichheit 
von &* und Ä* keineswegs leicht zu beweisenden Satz von Cohen, nach dem ®* entweder 
zum Ring aller formalen Potenzreihen in u,, ... ., z„ über K oder zum Ring aller formalen 
Potenzreihen in u,,..., 4#„-, über einem perfekten diskreten Bewertungsring mit zu K 
isomorphem Restklassenkörper isomorph ist ®). 

Satz 9 und 10 zusammengenommen legen die Vermutung nahe, daß alle vollstän- 
digen und damit angesichts von Satz 8 überhaupt alle p-Reihenringe Z. P.E.-Ringe sind. 
Aber der Cohensche Satz, daß jeder verzweigte vollständige p-Reihenring ®* eine ein- 
fache Eisensteinsche Erweiterung eines unverzweigten vollständigen p-Reihenringes ®* 
darstellt, liefert zum mindesten bei oberflächlicher Betrachtung keinen Ansatzpunkt für 
die Übertragung des Z.P.E. von ®* auf ®* (vgl. hierzu eine Bemerkung am Schlusse 
von $ 6). Andererseits läßt sich die Beweismethode von Satz 9, bei der die Verzweigtheit 
oder Unverzweigtheit keine Rolle spielte, nicht auf den Fall einer Dimension n = 3 
ausdehnen. 

Vielleicht sollte man versuchen, mit ähnlichen Methoden, wie sie zum Beweise 
von Satz 8 benutzt wurden, den Z.P.E. ohne den Umweg über die vollständige Hülle 
unmittelbar für beliebige p-Reihenringe abzuleiten. 


$ 4. Ergänzungsbemerkungen zur Theorie der Stellenringe. 


Interessiert man sich nicht nur für den Z.P.E., d.h. für die minimalen Ring- 
primideale, so liegt es in der Theorie der Stellenringe © und ihrer vollständigen Hüllen ©&* 
besonders nahe zu fragen: 

Es sei p ein beliebiges Primideal aus ©. Wie zerfällt p&* in &* ? 

Hier hat Chevalley das bahnbrechende Resultat gewonnen: 

Es sei © ein Stellenring aus einem endlichen algebraischen Funktionenkörper, d.h. 
es entstehe & aus einem Polynomring O = K[x,,.. . ., 2„] mit Körperkoeffizienten da- 
durch, daß man zunächst den Restklassenring O/q von O nach einem geeigneten Prim- 
ideal q und anschließend den (uotientenring von Q/gq hinsichtlich eines passenden 
Primideals p/q bildet. Ist dann noch K von der Charakteristik 0 oder im Falle einer 
Primzahlcharakteristik p über dem Körper K” endlich, so wird für jedes Primideal p aus 
© stets p&* Durchschnitt von unendlich vielen Primidealen. Darüber hinaus hat Zariski, 
gestützt auf das Chevalleysche Ergebnis, gezeigt: Ist p normal, d.h. ist S/p ganz ab- 
geschlossen, so ist p&* ein Primideal, und es ist auch &*/pS* ganz abgeschlossen 2%). 
Will man beliebige Stellenringe behandeln, so wählt man zweckmäßigerweise als Aus- 
gangspunkt den folgenden, leicht zu beweisenden Satz: 

Hilfssatz 8. Ist a ein beliebiges Ideal aus dem Stellenring ©, so ist S*|a&* stets die 


vollständige Hülle von S/a”). 


23) Der Beweis eines umfassenden Struktursatzes für beliebige vollständige Stellenringe, der den angeführten 
Struktursatz für vollständige unverzweigte p-Reihenringe als Spezialfall enthält, bildet den Hauptteil von Cohen [1]. 
Zum Beweis des Z.P.E. für unverzweigte vollständige p-Reihenringe vgl. Cohen [1], S. 94f. 

24) Vgl. Chevalley [2], S. 9, letzter Satz von Lemma 9, sowie $. 11, Theorem 1; bzw. Zariski [2]. Zur Tatsache, 
daß bei normalem p stets p&* Primideal ist, vgl. auch: O.Zariski, Analytical irredueibility of normal varieties, 
Annals of Math. 49 (1948), S. 352—361. 

25) Chevalley [1], Proposition 5, S. 699. 
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Nennen wir ein Primideal p aus dem Stellenring © regulär, wenn der Restklassen 
ring S/p einen p-Reihenring darstellt, so folgt aus Hilfssatz 8 unmittelbar: 

Satz 11. Bei einem regulären Primideal aus dem beliebigen Stellenring © ist stets 
auch p&* Primideal. 

Denn das Zerfallen von p&* in &* entspricht ja genau dem Zerfallen des Null 
ideals von &*/p&*, und bei einem p-Reihenring ist auch in der vollständigen Hülle das 
Nullideal Primideal. Ob Satz 11 auch mit ‚normal‘ statt „regulär‘ gilt, ob also das 
Resultat von Zariski auf beliebige Stellenringe übertragbar ist, soll hier nicht untersucht 
werden. Auf der anderen Seite gilt im allgemeinen Fall im Gegensatz zu Chevalley: 


Satz 12. Schon bei einem eindimensionalen (nicht normalen) Primideal p kann der 
Fall eintreten, daß p&* ein echtes Radikal besitzt. 

Betrachten wir nämlich einen nullteilerfreien Stellenring ©, mit eindimensionalem 
Nullideal (einen primären /Integritätsbereich in der von mir z. B. im Idealbericht benutzten 
Terminologie), so weiß man: Der zu ©, gehörige ganz abgeschlossene Ring T, besitzt 
dann und nur dann über ©, eine endliche Modulbasis, wenn in © das Nullideal kein 
echtes Radikal hat. Auf der anderen Seite sind Fälle bekannt, wo für T, über ©, keine 
endliche Modulbasis existiert 2%). -— Mit Satz 12 ist allerdings noch nicht die Frage beant- 
wortet, ob nicht etwa für jedes Primideal p aus einem p-Reihenring ® immer p®* Durch- 
schnitt von Primidealen werden muß. Doch ist das äußerst unwahrscheinlich. Ich bezweifle 
nicht, daß sich ein p-Reihenring konstruieren läßt, in dem ein eindimensionales Prim- 
ideal p existiert, für das der zu ®/p = ©, gehörige ganz abgeschlossene Ring T, über ©, 
keine endliche Modulbasis besitzt. 

Eine andere Frage ist die, ob etwa P&* immer frei von eingebetteten Komponenten, 
also gleich dem Durchschnitt seiner isolierten Primärkomponenten ist. In dieser Hinsicht 
gilt jedenfalls: 

Satz 13. a) Bei einem eindimensionalen Primideal p besitzt pS* nie eine eingebettete 
Komponente. — b) Ist p unmittelbares Primoberideal eines regulären Primideals p’, für das 
der p-Reihenring © |p’ unverzweigt ist, so hat pS* keine eingebettete Komponente. 

Beweis. a) Nach Hilfssatz 8 braucht der Satz nur für den Fall p = (0) bewiesen zu 
werden. Wegen der Eindimensionalität von p ist dann nı das einzige von (0) verschiedene 
Primideal in & und es ist daher jedes Hauptideal (A) + (0) aus © ein zu m gehöriges 
Primideal. Es wird dann auch (A)&* ein zu m* gehöriges Primideal, und daraus folgt 
nach der Dimensionstheorie der Stellenringe, daß m* unmittelbares Primoberideal jedes 
Primideals p* + m* aus ©* sein muß ?”). Wenn also in &* das Nullideal eine eingebettete 
Primärkomponente besäße, müßte diese zu m* gehören. Das aber widerspricht wegen 
m*n& = m Hilfssatz 9 von $3. 

b) Nach Hilfssatz 8 darf p’ = (0) angenommen werden. Dann aber ist p minimales 
Primideal in ©, und nach Satz 10 und Satz 8 wird p&* Produkt von Potenzen gegenseitig 
primer Primhauptideale und damit frei von eingebetteten Komponenten. — Bei b) ist 
zu beachten, daß die Voraussetzung der Unverzweigtheit von &/p’ überflüssig ist, wenn 
die Vermutung zutrifft, daß jeder p-Reihenring einen Z.P.E.-Ring darstellt. Andererseits 
besitzt z. B. in einem p-Reihenring ® mit n-dimensionalem Nullideal jedes in m? ent- 
haltene, höchstens (n — 2)-dimensionale Primideal p sicher kein reguläres Primunter- 


:6) Die die endliche Modulbasis betreffende Bedingung wurde gewonnen in der Arbeit: W. Krull, Ein 
lHauptsatz über primäre Integritätsbereiche, Math. Annalen 103 (1930), S. 540— 565. Ein Beispiel, bei dem die endliche 
Modulbasis nicht existiert, wurde von Y. Akizuki angegeben (Proc. Math. Soc. Japan [3] 17 (1935), S. 327—336). 

2”) Denn in &*/p* kann nur dann ein Hauptideal ein zu m*/p* gehöriges Primideal sein, wenn das Nullideal 
von ©*/p* eindimensional ist. 
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ideal p’. Satz 12b liefert also keinen Ansatzpunkt zu einem Induktionsschluß, mit dem 
gezeigt werden könnte, daß wenigstens bei einem p-Reihenring ® immer p®* frei von 
eingebetteten Komponenten sein muß. 

Bei Satz 13a) könnte man daran denken, durch eine geeignete (Quotientenring- 
bildung das gewonnene Resultat von eindimensionalen auf höherdimensionale Primideale 
zu übertragen. Aber auch hier stößt man auf Schwierigkeiten. Die mit Satz 13 an- 
geschnittene allgemeine Frage muß also vorerst unbeantwortet bleiben. Dagegen kann 
man leicht allgemein zeigen: 

Satz 14. Bei einem m-dimensionalen Primideal p aus dem p-Reihenring ® ist immer 
jedes minimale Primoberideal p* von pB* selbst m-dimensional. 

Beweis. Ist n die Dimension des Nullideals von ®, so lassen sich in p stets n — m 
Elemente A,,..., An-m so wählen, daß (A,,..., An-m) in ® und damit auch 

(A, IE An-m) 2” 

in ®* genau (n — m)-dimensional ist. Nach Cohen ist dann (A,,.. ., An-m) ®* sogar 
ungemischt (rn — m)-dimensional, es sind also insbesondere alle minimalen Prim- 
oberideale von (A,,..., An-m) ®* n-dimensional ?®). Mindestens eines von diesen, etwa 
q*, muß wegen (A,,.. ., An-m) B*<pPB*< p* in p* enthalten sein. Unter Berücksich- 
tigung von Hilfssatz 2 ergibt sich * rn B<p*n®B = p, und daraus folgt a n® = p, 
weil q* n ® als Oberideal von (A,,.. ., An-m) ebenso wie p die Dimension m hat. Es ist 
also 'q* ein p®* enthaltendes Primunterideal von p*, d. h. es muß (wegen der Minimal- 
eigenschaft von p*) q* = p* sein. p* ist demnach, wie behauptet, m-dimensional. 


$5. Zusammenhang mit der Diskriminantentheorie. 


Die Ergebnisse von $ 3 sollen kurz in Zusammenhang mit der Diskriminantentheorie 
gebracht werden. Es sei R ein beliebiger ganz abgeschlossener Integritätsbereich mit dem 
Quotientenkörper $. Ein Primideal q aus R möge hinsichtlich des Primideals p normal 
heißen, wenn der Restklassenring R, /[qR, ganz abgeschlossen ist, falls R,, den zu p gehörigen 
(Juotientenring von R bedeutet. 2 sei ein algebraischer Oberkörper von 8 von endlichem 
Grade n, unter & möge der Ring aller von R ganz abhängigen Elemente aus X verstanden 
werden. Von einem der Gleichung $ rn R = p genügenden Primideal P aus ©, sagen wir, 
es liege über p. Ferner heißt © hinsichtlich des R-Primideals p unverzweigt, wenn ein 
Elementsystem w,,... ., %, in © existiert, derart daß die in üblicher Weise als Spuren- 
determinante definierte Diskriminante d(w,,...,w,) nicht zu p gehört. Für relativ 
unverzweigte Ringerweiterungen gelten die folgenden Sätze ?°). 

Ist © hinsichtlich p unverzweigt, und setzt man ©, = SR,, so wird 
CS," R,= a, für jedes Ideal a, aus R,; ferner wird ,&,= nn ...ny, falls 
W’(i=1,...,s<n) die endlich vielen, in S, über dem Primideal q, aus R, liegenden 
Primideale sind. (Bei dem zweiten Satz beachte man: Jedes Primideal q, aus NR, ent- 
spricht umkehrbar eindeutig einem Primunterideal q vonpaus®#(q,=qR,,q=q,NnR). 
Die Ideale 9“ — 4/’ n © sind gerade die sämtlichen in & über q liegenden Primideale.) 

Durch Verknüpfung der beiden Diskriminantensätze mit den Resultaten von $3 
ergibt sich: 

Satz 15. Ist R, ein p-Reihenring (unverzweigter p-Reihenring) und ist © hinsichtlich p 
unverzweigt, so ist für jedes über p liegende Primideal ® der Quotientenring ©; ein p-Reihen- 
ring (unverzweigter p-Reihenring). 


28) Vgl. Cohen [1], S. 99, Theorem 5. Der Ungemischtheitssatz gilt für beliebige p-Reihenringe. 
2°) Vgl. Krull [3], $4. Um die dortigen Ergebnisse anzuwenden, beachte man, daß „S-unverzweigt hinsicht- 
lich p“ im Sinne des Textes soviel bedeutet wie „ER, = © unverzweigt hinsichtlich & . im Sinne der zitierten Stelle. 


Journal für Mathematik. Bd.192. Haft 3/4 31 





32 Krull, Zur Theorie der kommutativen Integritätsbereiche. 


Zum Beweis beachte man: Für ©, = SR, ist &; gleich dem zu PS, gehörigen 


Quotientenring von ©,. Nach den beiden Diskriminantensätzen ist PS, gleich einem der 


‘endlich vielen maximalen Primideale von ©,, deren Durchschnitt p&, darstellt. Es wird 
daher P&; = (p&,) & = p&;, d.h. eine Basis von p in R ist auch eine solche von P&; 
in &. Da © von R ganz abhängt, haben die Nullideale von R,, ©,, ©;, die gleiche 
Dimension?®). Weil in 2 ein System w,,.. ., w„ mit d(wj,..., %n) # O0 existiert, gilt die 
Maximalbedingung für ©, und ©;, falls sie für R, gilt. Aus diesen Bemerkungen folgt 
zunächst, daß jedenfalls ©; sicher gleichzeitig mit R, ein p-Reihenring ist. 

Ist ferner der p-Reihenring R,, unverzweigt, so ist trivialerweise auch ©; unverzweigt, 
wenn R,/pR, und $ die gleiche Charakteristik haben; denn dann liegt auch bei &; /P&; 
und & Charakteristikgleichheit vor. Es braucht also nur noch der Fall betrachtet zu 
werden, daß eine zu p®,, aber nicht zu p?R, gehörige Primzahl p existiert. Hier sei m 
die Dimension des Nullideals von R, und ©;; es existiert dann für p sicher eine Basis 
(P, @s, ..., dm), in der p als Element auftritt, und wir haben, wie bereits gezeigt, 
[yeH = (P, Ay... Am) &;. 

Läge nun p in P?&;, so wäre (a,,... ., 4m) eine Basis von P&; modulo P°&; und 
damit nach der allgemeinen Theorie der Stellenringe auch eine solche von P ©; selbst ?'). 
Das widerspricht aber der Tatsache, daß m die Dimension des Nullideals von ©; ist. Wir 
haben also p € P?&;, d.h. &; ist unverzweigt. 

Um eine besonders wichtige Anwendung von Satz 15 bequem formulieren zu 
können, definieren wir: Der Ring R soll (unverzweigter) Halb-p-Reihenring heißen, wenn 
NR nur endlich viele maximale Primideale m“ besitzt, und für jedes i der zugehörige 
Quotientenring Ru) = R; ein p-Reihenring (unverzweigter p-Reihenring) ist. Diese 
Terminologie entspricht der Wahl des Namens ‚Halbstellenring‘‘ (semi-local-ring) für 
die Noetherschen Ringe mit endlich vielen maximalen Primidealen durch Chevalley. Aus 
Satz 8, 10 von $3 und Satz 7b von $2 folgt sofort der die Einführung des Begriffs des 
Halb-p-Reihenrings rechtfertigende 

Satz 16. Jeder unverzweigte Halb-p-Reihenring ist ein Z.P.E.-Ring. 


Fand 


Nennen wir weiter, wie üblich, © unverzweigt hinsichtlich R, wenn © hinsichtlich 
jedes R-Primideals p unverzweigt ist, und beachten wir, daß © stets gleichzeitig mit R 
nur endlich viele maximale Primideale enthält, so ergibt sich durch Spezialisierung von 
Satz 15: 

Satz 17. /st R ein Halb-p-Reihenring (unverzweigter Halb-p-Reihenring), und ist 
© hinsichtlich R unverzweigt, so ist immer auch © ein Halb-p- Reihenring (unverzweigter 
Halb-p- Reihenring). 

In ähnlicher Weise kann man Satz 15 mit Satz 7a von $2 kombinieren. Berück- 
sichtigt man die Tatsache, daß © stets gleichzeitig mit R eine endliche diskrete Haupt- 
ordnung ist, so erhält man den Satz: 

Ist R eine endliche diskrete Hauptordnung, bei der für jedes maximale Primideal m 
der zugehörige Quotientenring R, einen unverzweigten p-Reihenring darstellt, und ist © 
hinsichtlich R unverzweigt, so gilt in © (ebenso wie in R) allgemein die Gleichung 
(a” b’)" = a”b". 

Wichtig ist schließlich die Bemerkung, daß in den meisten Fällen, in denen man 
Satz 15 anwenden wird, der Ring R die Eigenschaft besitzt, ausschließlich unverzweigte 
p-Reihenringe zu Quotientenringen R, zu besitzen. Nennen wir nämlich einen derartig 


(r) 


30) Vgl. W. Krull, Beiträge zur Arithmetik kommutativer Integritätsbereiche. III., Math. Zeitschr. 42 (1937), 
S. 745—766, 83. 
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ausgezeichneten Ring kurz lokal unverzweigt regulär®‘), so können wir feststellen: Zu den 
lokal unverzweigt regulären Ringen gehören: 

a) jeder Polynomring K[u,,....., u„] in endlich vielen Unbestimmten u; mit Körper- 
koeffizienten; 

b) jeder Polynomring H[u,,..., u„] mit Koeffizienten aus einem nullteilerfreien 
Hauptidealring H; 

c) der Ring K{u,,...,u„} aller formalen Potenzreihen in u,,..., 4, über einem 
beliebigen Körper X; 

d) der Ring A{u,,...,u„} aller formalen Potenzreihen in u,,..., 4, über einem 
unverzweigten, perfekten, diskreten Bewertungsring 1; 

e) der Ring aller konvergenten Potenzreihen in z,, ... ., 4„ mit beliebigen komplexen 
(oder auch reellen) Koeffizienten. 

Bei a) braucht man nur zu beachten, daß ein nulldimensionales Primideal aus 
K[u,,..., un] eine wohlbekannte »-gliedrige Normalbasis besitzt, und daß der Fall einer 
positiven Dimension in geläufiger Weise durch Grundkörpererweiterung auf den null- 
dimensionalen reduziert werden kann. Bei b) kommt man mit beinahe denselben Über- 
legungen aus: Bei einem Primideal p aus R = H[u,,..., u„] ist entweder pn H = (0). 
Dann enthält R, den Quotientenkörper K von H, und man kommt unmittelbar auf a) 
zurück. Oder aber es gibt ein in p liegendes Primelement x aus H, und man kann, falls X 


den Körper H/. bedeutet, von H[u,,...,u„] zu Kl[u,,...,u„] übergehen. Die Fälle 
c) und d) sind von Cohen erledigt worden??). (Man beachte, daß es sich hier gerade um 
die unverzweigten vollständigen p-Reihenringe handelt.) Zu d) vergleiche man etwa eine 
Arbeit von W. Rückert®®). 

Im übrigen hat Zariski noch bewiesen, daß jeder p-Reihenring aus einem endlichen 
algebraischen Funktionenkörper (im Sinne von $ 3) lokal unverzweigt regulär ist®). Zariskıi 
wirft in diesem Zusammenhang die Frage auf, ob etwa für jeden unverzweigten p-Reihen- 
ring ein entsprechender Satz gilt; er zeigt aber gleichzeitig, daß an der entscheidenden 
Stelle seines Beweises von Überlegungen Gebrauch gemacht wird, die speziell auf die 
algebraischen Funktionenkörper zugeschnitten sind. Hier handelt es sich also um ein 
Problem, zu dem noch kein ernsthafter Beweisansatz vorliegt. 

Nennen wir (unter Beibehaltung der zu Beginn des Paragraphen eingeführten 
Bezeichnungen) bei einem lokal unverzweigten Ausgangsringe R ein Primideal p aus R 
für den Übergang zu © kritisch, wenn es in © ein über p liegendes Primideal $ derart gibt, 
daß ©; kein unverzweigter p-Reihenring mehr ist, so läßt sich für diesen Fall Satz 15 auch 
so formulieren: p kann nur dann für den Übergang zu & kritisch sein, wenn & hinsichtlich p 
verzweigt (also nicht unverzweigt) ist. 

Den Begriff des kritischen Primideals habe ich bereits am Schlusse von Krull [4] 
eingeführt. Die damals aufgeworfene Frage wird durch die aus Satz 15 gezogene 
Folgerung im wesentlichen beantwortet. Allerdings spielte in der älteren Note der 
Begriff des p-Reihenringes keine Rolle, es drehte sich allein um die Gültigkeit des 
Z.P.E. Das ist aber wegen der Gültigkeit des Z.P.E. für alle unverzweigten p-Reihenringe 
bedeutungslos, solange wir einen lokal unverzweigt regulären Ring R zum Ausgangspunkt 


31) Das Wort „regulär‘‘ wurde hier — trotz der in ?) und 16) formulierten Bedenken — gewählt, um eine allzu 
schwerfällige Ausdrucksweise zu vermeiden, 
32) Cohen [1], Theorem 20, S. 97. 
33) W. Rückert, Zum Eliminationsproblem der Potenzreihenideale, Math. Annalen 107 (1932), S. 259-281. 
#1) Zariski [1], Theorem 3, S. 16; 4.5, S.17; 5.3, $. 28. 
31* 
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wählen. (An der früheren Stelle war in erster Linie an die Möglichkeit gedacht, daß ® 
ein Polynomring mit Körperkoeffizienten ist.) 

Andererseits kann man natürlich auch allgemeiner von einem beliebigen Z.P.E.- Ring 
R ausgehen und ein R-Primideal p Z. P.E.-kritisch nennen, wenn in © ein über p liegendes 
PD existiert, für das ©; kein Z.P.E.-Ring wird. In diesem Falle lassen sich natürlich die 
für p-Reihenringe gültigen Sätze nicht mehr anwenden. Dagegen helfen die folgenden 
beiden bekannten Sätze”) ein Stück weiter. 

a) Ist qin R ein Primunterideal des Primideals p, so gibt es in S zu jedem über p 
liegendem P mindestens ein über q liegendes, in $ enthaltenes 4. 

b) Ist q<p relativ p normal, d.h. ist der Restklassenintegritätsbereich R,/q - NR, 
ganz abgeschlossen, und ist © hinsichtlich p unverzweigt, so wird für zwei über q liegende 
Primideale 4,, 9, stets 9,&©, + 9, = &,(&, = CR,). 

Aus a) und b) zusammengenommen folgt zunächst fast unmittelbar für beliebiges R: 

Hilfssatz 9. Ist © hinsichtlich p unverzweigt, ® ein über p liegendes &-Primideal, so 
gibt es zu jedem relativ p normalen Primunterideal q von p in ©; genau ein über q liegendes 
Primideal, nämlich q&;. 

In der Tat, nach a) ist jedenfalls q9&; + ©;. Nach dem bereits beim Beweise von 
Satz 15 benutzten Diskriminantensatz wird weiter q&; gleich dem Durchschnitt aller 
Ideale 9&,, bei denen g ein über q liegendes, in  enthaltenes Primideal bedeutet. Nach b) 
gibt es schließlich nur ein einziges derartiges q. 

Um Hilfssatz 9 auf den Fall eines Z.P.E.-Ringes R anzuwenden, definieren wir 
noch: Das Primideal 01% aus ©; möge hinsichtlich p normal genannt werden, wenn 
ar R = qrelativ p normal ist. Sind alle minimalen Primoberideale eines Hauptideals 
(a) ©; hinsichtlich p normal, so soll (a) selbst hinsichtlich p normal heißen. Dann gilt: 


Satz 18. Ist R ein Z.P.E.-Ring, © hinsichtlich p unverzweigt und bedeutet ® ein 
beliebiges über p liegendes ©- Primideal, so ist in ©; jedes hinsichtlich p normale Hauptideal 
(a) ©; eindeutiges Produkt von Potenzen endlich vieler Primhauptideale. Für ein beliebiges 
Hauptideal (€) ©; existiert eine eindeutige Zerlegung (€) &; = (A) & - (b) ©;, beider (a) &; 
hinsichtlich p normal ist, während (b) ©; kein einziges minimales, hinsichtlich p normales 
Primoberideal besitzt. 


ns 


Beweis. Da € als endlicher, ganz abgeschlossener, ganz abhängiger Oberring eines 
Z.P.E.-Rings eine endliche diskrete Hauptordnung ist, gilt in & und damit auch in ©; der 
Zerlegungssatz für v-Ideale von $ 2, und das bedeutet in der Sprache der Dedekindschen 
Ideale: Jedes Hauptideal ist Durchschnitt von symbolischen Potenzen endlich vieler 
minimaler Ringprimideale®*). Der Durchschnitt 9&; AR eines minimalen Primideals 4 &; 
aus ©; mit R ist aber ein minimales R-Primideal, und damit wegen des Z.P.E. ein Prim- 
hauptideal. Ist nun 9% hinsichtlich p normal, so ist 9% = q&; nach Hilfssatz 9 selbst 
ein Primhauptideal; daraus folgt weiter, daß die symbolischen Potenzen von 9%; 
mit den gewöhnlichen zusammenfallen, und daß (a) S = (a,) (@ S;) wird, falls 
(4) S;< (4 &;)” ist. — Aus diesen Bemerkungen zusammengenommen ergibt sich mühelos 
die Richtigkeit von Satz 18. 

Der wesentliche Inhalt von Satz 18 kann kurz und anschaulich auch folgendermaßen 
formuliert werden: Gilt für R der Z.P.E. und ist © hinsichtlich p unverzweigt, so läßt 
sich in jedem S;(P " R = p) die multiplikative Halbgruppe $ aller ganzen Hauptideale 
eindeutig derart als direktes Produkt zweier Unterhalbgruppen 9, und 9, darstellen, 





3) Vgl. $2 der in ®°) zitierten Krullschen Arbeit (Satz a)) bzw. Krull [3], $5 (Satz b)). 
36) Vgl. Krull [1], Nr. 37. Die r-te symbolische Potenz p(r) von p ist die zu p gehörige isolierte Primärkomponente 
von pr. 








zu 
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daß in 9, der Z.P.E. gilt, während die Hauptideale der Halbgruppe %, (von ©; selbst 
abgesehen) sämtlich einen wohldefinierten ‚abnormen‘‘ Charakter besitzen. — Die Er- 
gebnisse von Satz 15 legen nun die Vermutung nahe, daß tatsächlich immer auch in der 
„abnormen‘ Halbgruppe 9, der Z.P.E. erfüllt ist, daß man also ohne jede Einschränkung 
den Satz hat: 

IsıR ein Z.P.E.-Ring und © hinsichtlich p unverzweigt, so ist für jedes über p liegende 
D auch ©; ein Z.P.E.-Ring. 

Indessen ist für den Beweis dieser Vermutung jedenfalls eine Weiterentwicklung der 
Diskriminantentheorie über den bisher erreichten Stand hinaus nötig. Denn es zeigen 
Beispiele, daß für unsere Überlegungen bei Satz 18 der entscheidende Hilfssatz 9 nicht 
mehr gilt, wenn man die Beschränkung auf hinsichtlich p normale Primideale q fallen läßt. 


$ 6. Ein Beispiel. 


Um die Bedeutung der Unverzweigtheitsvoraussetzung (von © hinsichtlich p) für 
die Betrachtungen von $5 besser herauszuarbeiten und gleichzeitig das Rechnen mit 
symbolischen Potenzen und Durchschnitten minimaler Primideale in einer nicht dem 
Z.P.E. genügenden endlichen diskreten Hauptordnung zu veranschaulichen, betrachten 
wir ein einfaches Beispiel. Es sei X ein beliebiger Körper mit von 2 verschiedener Charak- 
teristik, x und y seien Unbestimmte über K, ferner werde 8 = K(z, y),R = K[e, y] 
gesetzt. Schließlich sei z mit x und y durch die Gleichung 2? — zy = 0 verbunden, so daß 
S = K[r, y, 2] zum Restklassenring des Polynomrings K[x,, 2%, x£;] nach dem Prim- 
ideal (x3 — 2,%,) isomorph wird; & sei der Quotientenkörper von ©. Geometrisch ent- 
spricht dem Ringe © im dreidimensionalen affinen Raume ein Kegel 2. Ordnung, dessen 
Spitze dem Primideal $ = (x, y, z) zugeordnet ist. Daß die Spitze für die Kegelfläche 
singulär ist, zeigt sich arithmetisch darin, daß der Stellenring ©; kein p-Reihenring ist. 
Denn es hat ja in © und ©; das Nullideal die Dimension 2, während pP bzw. [ICH nur 
eine dreigliedrige, aber keine zweigliedrige Basis besitzt. Bei einem Nicht-p-Reihenring 
dürfen wir erwarten, daß auch der Z.P.E. nicht gilt. In der Tat sind in © und ©; z. B. 
die Elemente z, x, y, 2—z, x + z unzerlegbar und man hat für z? bzw. x? — xy die 
wesentlich verschiedenen Zerlegungen: 

(1) 2=2z=1ıy; ? —ıy=ele—y)=(r +2) (re —2). 

Wir wollen zunächst untersuchen, wie die Formeln (1) mit der Zerlegung der Haupt- 
ideale (22) bzw. (x? — xy) in & und ©; zusammenhängen. Dabei arbeiten wir in ©; der 
Übergang zu ©; erfordert dann nur die Beifügung des Faktors $; bei allen auftretenden 
Idealen. In S sind , = (3,2), = (y,2),, = (&—y,2+2,4,=(e—y,2—2) 
eindimensionale Primideale, wie leicht aus den folgenden Bemerkungen zu ersehen ist: 

1. Kein 9; besitzt offenbar eine nicht in $ enthaltene Primärkomponente. 

2. Da in S;/d,©; das einzige maximale Primideal Hauptideal wird, müßte q, ein 
zu P gehöriges Primärideal sein, falls S;/4& Nullteiler enthielte. 

3. Wäre 4,(9,) ein zu P gehöriges Primideal, so wäre es aus Isomorphiegründen 
auch 93(9,). Das ist aber wegen 9, 4, < (2) (bzw. 0,4, < (x — y)) ausgeschlossen. 

Man verifiziert nun weiter mühelos: 9,09: = (2), nu = (2 — y); = (x) P, 
= (PB; 52 — (2), 62 = (y) (symbolische Potenzen!); (1 nd = («+ 2), dı nd (22). 
Aus diesen Relationen aber ergibt sich sofort: Die Formeln (1) sind gleichwertig mit den 
in © gültigen Idealgleichungen 


er ıy 


(2) (4,29) = da = ng; 
(9 7 93) (9, 0 q,) = (9; 4) = Nr NIdng. 
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Man beachte, daß es sich bei den beiden Formeln um Beziehungen zwischen Produkten 
und Durchschnitten handelt, die nur für die gerade betrachteten Primideale des speziellen 
Ringes ©, keineswegs aber allgemein gelten. 

Um nun unser Beispiel zur Veranschaulichung der Diskriminantentheorie aus- 
zunützen, fassen wir © als Oberring von R auf. Man sieht dann zunächst sofort (was 
bisher stillschweigend vorausgesetzt wurde): © ist ebenso wie R ganz abgeschlossen. Denn 
die Diskriminante d(}, z) = xy des Elementsystems w, — }, w, = z, das eine Modulbasis 
für S über R bildet, ist im Z.P.E.-Ring R durch keinen Primfaktor in höherer als erster 
Potenz teilbar. Aus der Basiseigenschaft des Systems w,, w, folgt weiter, daß jede Dis- 
kriminante d(x,, &) (&%, &€ ©) in# ein Vielfaches von xy sein muß, d. h.: & ist verzweigt 
(also ‚„‚nicht unverzweigt‘‘) hinsichtlich der eindimensionalen Primideale a, = (x), 93 = (y) 
und des nulldimensionalen Primideals p = (x, y). Die Verzweigtheit von © hinsichtlich 
q, und q, äußert sich nun zunächst in gewohnter Weise darin, daß EC, in ©, = S#, 
das (Quadrat eines Primideals wird: 4&,,= (2)?&,,(E = 1,2), während z. B. das Prim- 
ideal q = (x — y) hinsichtlich dessen & unverzweigt ist, beim Übergang zu S, = SR, 
in zwei verschiedene Primidealfaktoren zerfällt: q&, = ((x + 2) &,) ((« — 2) &,) - Ebenso 
ist als ein geläufiges Zeichen der Verzweigtheit von © hinsichtlich p anzusehen, daß über 
p in © nur das einzige Primideal 9 = (x, y, 2) liegt, und daß p&; in ©; ein echtes, zu 
Pe; gehöriges Primärideal wird. Wichtig als Ergänzung der Betrachtungen von $5 ist 
aber für uns vor allem das Verhalten der Primideale q,, q, q beim Übergang zu &;. Hier 
ergibt sich aus den Formeln der ersten Hälfte des Paragraphen sofort: 

Obwohl die Primideale q,, Ga, q alle hinsichtlich p normal sind, und obwohl © wenigstens 
hinsichtlich p unverzweigt ist, sind die minimalen Primoberideale von 4,55, 9,%;5,9& 
sämtlich Nichthauptideale (nämlich 9, bzw. 9, bzw. 9, und 4,). Ist also R ein Z.P.E.-Ring 
und © hinsichtlich eines niehtminimalen Primideals p von NR verzweigt, so darf man bei 
S; (AR = pP) in keiner Weise auf eine Erhaltung des Z.P.E. hoffen, auch nicht auf 
eine teilweise Erhaltung in dem Sinne, daß alle minimalen Primideale 9&; Hauptideale 
wären, bei denen 4& NR = g ein Primhauptideal darstellt, hinsichtlich dessen S un- 
verzweigt ist. Die Unverzweigtheitsvoraussetzung ist demnach für die Betrachtungen von 
$5 absolut unumgänglich. 

Hervorgehoben sei schließlich noch, daß sich an unseren Betrachtungen nichts 
ändert, wenn wir den Musterstellenring & durch die zugehörige vollständige Hülle &* 
ersetzen. Dabei können wir einerseits vom Ringe ®* — K {r,, x,, 3} aller formalen Potenz- 
reihen in X), %g, 23 über K ausgehen und ©* einführen als den Restklassenring von ®# 
nach dem Hauptideal (23 — x,, 2,) ®*, («= x,,y = x, 2 = ı,). Andererseits können 
wir ©* auffassen als Erweiterung des Ringes ®$ = K[x, y] aller formalen Potenzreihen 
in den Unbestimmten x, y durch eine Nullstelle z des Polynoms X? — xy. Daß «3 — x, 2, 
als Element von ®% prim und X? — ry als Polynom über dem (Quotientenkörper von 
B* irreduzibel ist, sowie daß x, y,2, © +2, 2 —z auch in S* unzerlegbare Elemente 
darstellen, ist sofort zu sehen, wenn man beachtet, daß ®% und ®# Z.P.E.-Ringe sind. 
Auch die Ganz-Abgeschlossenheit von ©* ergibt sich genau so wie die von ©. 


Die Tatsache, daß wir in ©* einen ganz abgeschlossenen, vollständigen Stellenring 
vor uns haben, der kein Z. P.E.-King ist, lehrt vor allem das eine: Es ist zwar eine inter- 
essante Frage, ob der Satz von Zariski [2], daß bei jedem ganz abgeschlossenen, null- 
teilerfreien Stellenring S stets auch die vollständige Hülle S* von © nullteilerfrei und 
ganz abgeschlossen ist, auf beliebige Stellenringe übertragen werden kann. (Vgl. den 
Anfang von $4, wo wir — unter stillschweigender Heranziehung von Hilfssatz 8 — dem 


Zariskischen Resultat gleich eine etwas allgemeinere Fassung gegeben haben.) Aber im 
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übrigen dürfen wir von den ganz abgeschlossenen, nullteilerfreien Stellenringen, die keine 
p-Reihenringe sind, im Sinne der in dieser Note im Vordergrund stehenden Zerlegungs- 
theorie der Elemente bzw. Hauptideale keine über die für alle endlichen diskreten Haupt- 
ordnungen gültigen Sätze hinausgehenden Ergebnisse erwarten, — nicht einmal im 
Spezialfall derjenigen Stellenringe, die vollständige Hüllen von ganz abgeschlossenen 
Stellenringen aus endlichen algebraischen Funktionenkörpern sind. 


Das Hauptproblem der Zerlegungstheorie ist demnach ganz entschieden die Frage 
nach der Gültigkeit des Z.P.E. für beliebige vollständige p-Reihenringe. Dabei sei noch 
auf einen interessanten Zusammenhang hingewiesen: Ist unsere Frage zu bejahen, so 
gilt angesichts von Satz 8 allgemein: Ist die (verzweigte oder nichtverzweigte) endliche 
ganz abhängige Erweiterung ©, des Stellenrings © selbst ein Stellenring, so ist auch ©, 
(ebenso wie ©) ein Z.P.E.-Ring. Könnte man andererseits dieses Theorem direkt beweisen, 
so wäre damit angesichts des am Schlusse von $3 angegebenen Cohenschen Struktursatzes 
auch der Z.P.E. für verzweigte vollständige p-Reihenringe und damit der Z.P.E. für 
beliebige p-Reihenringe gesichert. (Daß hier unbedingt auch verzweigte Erweiterungen 
zugelassen werden müssen, folgt aus der Tatsache, daß eine Eisensteinsche Erweiterung 
im Sinne des Cohenschen Struktursatzes verzweigt ist. Das Beispiel des Hauptteils 
unseres Paragraphen ist für uns kein Gegenbeispiel, da ja der betrachtete Ring © kein 
p-Reihenring war.) — Vielleicht ist hier tatsächlich ein Weg zum allgemeinen Beweis 
des Z.P.E. für p-Reihenringe gefunden. Die Schwierigkeiten, die die nicht normalen Prim- 
ideale bei den verzweigten Erweiterungen machen (vgl. Satz 18 von $ 5), legen allerdings 
eine gewisse Skepsis nahe. 


$ 7. 2-Ideale und Reziprokenbildung. 


Wir verallgemeinern im folgenden den bei der Ableitung der Sätze von $1 und $2 
benutzten Ansatz soweit wie möglich. Dabei haben wir insbesondere Gelegenheit, 
die Schwierigkeit, die bei Satz 4 von $ 1 hervortrat, in einem größeren Zusammenhang 
genau zu analysieren. Es sei M eine beliebige Menge von Indizes u; 2 sei eine Menge 
von multiplikativ abgeschlossenen, die 0 nicht enthaltenden Teilsystemen 5, von R?”). 
Mit R, werde jeweils der zu S, gehörige Quotientenring, also der Ring aller « = ab-! 
(aeR,beS,„) bezeichnet. a,b,... bzw. a„b,,... seien R- bzw. R,-Ideale. Ist jedem 
u ein bestimmtes a, zugeordnet, so deuten wir das durch die Schreibweise {a,} an. Die 
Menge {a,„} möge zulässig heißen, wenn ein a + O existiert derart, daß aa, < NR, ist für 
jedes u. Wir betrachten nun solche Mengen %, bei denen die Durchschnittsbedingungen 
N.R,=N erfüllt ist. Unter dieser Voraussetzung ist die Menge {a,} offenbar dann und 
nur dann zulässig, wenn N,a, ein R-Ideal wird. Ist a ein beliebiges R-Ideal, so ist {aR,} 
sicher zulässig. Das Ideal N,(aR,) = a* heißt das zu a gehörige £-Ideal. Offenbar wird 
a’R,= aR,, (a*)” = a”. Ist a = a“, so heißt a L-Ideal schlechtweg. 

Satz 19. Die Zuordnung a - a” (£-Operation) ist eine '-Operation im Sinne der Ideal- 
theorie®®). 

Der Beweis von Satz 19 erfordert nur triviale Verifikationen, so wird z. B. 
(za) R,= x{aR,) und N,(xa) R,= x(N,aR,), also (xa)” = xa*, oder man hat nach 
der allgemeinen Theorie der (Juotientenringe (anb)R,= aR,nbR,, woraus sofort 
a’nb” = (ar b)* folgt usw. Die Bildung von a=N,a, im Sinne von $1 und $2 ist 
offenbar eine spezielle £-Operation (2,-Operation); man erhält sie, wenn man für 2, 


3) „Multiplikativ abgeschlossen‘ bedeutet natürlich: aus a,b € S folgt abES. 
38) Zur Theorie der’-Operationen vgl. Krull [1], Nr.43, sowie: W. Krull, Beiträge zur Arithmetik kommutativer 
Integritätsbereiche. I., Math. Zeitschr. 41 (1936), S. 545— 577. 
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die Menge aller Systeme $S, = R — m” wählt. Die Tatsache, daß die &,-Operation jedes 
Ideal sich selbst zuordnet, räumt ihr eine Sonderstellung ein®®). Bei einer beliebigen 
2&-Operation erhält man für ein ganzes R-Ideal g: 
= N,HR, = NR, N R,) = (NIR,) WR) SIR) OR NER, NR). 

IR„NR ist aber in der üblichen Terminologie der Idealtheorie das zu $, gehörige ı.K.l. 
(isolierte Komponentenideal) von R. Bei einem ganzen R-Ideal g kommt also die F&- 
Operation einfach darauf hinaus, daß man g durch den Durchschnitt aller der i.K.l. 
ersetzt, die durch die Systeme S, erzeugt werden®®). 

Satz 20. Ein v-Ideal ist gleichzeitig E-Ideal für jede mögliche &-Operation. Es ist stets 
a-! = (a*)-ı, 

Beweis. Wegen a<a* ist bei der ersten Behauptung von Satz 20 nur (a*)-!>a-! 
zu beweisen. Ist aber &a<NR, so ist x(aR,) = (za) R,<R, für jedes « und damit 
za” < NR, = R. — Wird nun a = a’ = (a!)-1, so folgt aus (a-1)-! = ((a*)-")-1 > a” 
sofort a = a*. — Die beim Beweise von Satz 19 benützte Überlegung liefert unmittelbar 
die Gleichung a! = N,(a-!R,). Es wird aber auch a! —= N,(aR,)-!. Denn es ist 
aıR,<(aR,)-' für jedes u und aus ze N,(aR,)! folgt za<N,R, = R;xea-. 

Wählt man speziell die &,-Operation und betrachtet man den Ring R und das 
Ideal a, die beim Beweise von Satz 4 benutzt wurden, so sieht man, daß zwei verschiedene 
zulässige Mengen (im Beispiel {(aR,)"} und fa-!R,}) bei der Durchschnittsbildung das 
gleiche Ideal N,a, = N,b, (N,(aR,)"=N,„a-!R,) liefern können, und daß nicht 
Nn„a,'=N,b,' aus N,a,—N,b, zu folgen braucht. (Im Beispiel wird N, ((aR,)-")-"=a, 
NR EN RR R>a). 

Wir analysieren im folgenden die Schwierigkeiten, die in diesem Beispiel zu Tage 
treten, genauer, weil man auf diese Weise zu einigen an sich bemerkenswerten Definitionen 
und Sätzen kommt. 

Die zulässige Menge {a,} möge zu dem X-Jdeal a = a“ zugehörig heißen, wenn 
a= N,a,. Ist {a,} eine beliebige, zu a gehörige Menge, so ist aR,<a,. Die Menge {aR,} 
darf daher als die zu a gehörige Minimalmenge bezeichnet werden. Es gilt nun zwar, wie 
mühelos einzusehen: 

Ist {a„} bzw. {b,} die zu a bzw. b gehörige Minimalmenge, so stellt {a, rn b,} bzw. 
{a„ + b„} bzw. {a„b„} die zu(a rn b)" = an bbzw. (a + b)” bzw. (ab)” gehörige Minimal- 
menge dar. 

Aber dieser Satz wird zum mindesten hinsichtlich der Produktbildung falsch, wenn 
man statt von Minimalmengen von beliebigen zugehörigen Mengen reden würde. Es kann 
vorkommen, daß {a„b,} zu einem echten Oberideal von (ab)” gehört, wenn {a,} die zu 
a gehörige Minimalmenge, {b.} eine passende zu b gehörige Menge bedeutet*!). Anderer- 
seits ist es, wie wir bereits gesehen haben, möglich, daß {(a,)-!} zwar eine zugehörige 
Menge, aber nicht die zugehörige Minimalmenge von a-! wird, wenn {a,} = {aR,} die 
zugehörige Minimalrmenge von a ist. 


3°) Man sieht mühelos: Eine Z-Operation genügt dann und nur dann der Bedingung a? = a für alle a, wenn 
für jedes maximale Primideal m(r) in Z ein $,<R — m(r) vorkommt. — Daß die Bedingung hinreicht, ist klar. Denn 
man hat ar< aR,, für den zu dem ausgezeichneten S,, gehörigen Ring R,. Also wird N,aR,< Nrar=a. — Gibt es 
andererseits in £ für ein festes 7 kein S,<.R — mr), so wird mMVR,—R, für alle „ und damit (m)? — N. 

0) Zur Theorie der i.K. 1. vgl. Krull [1], Nr. 6. 

#1) Um ein einfaches Beispiel für diese Möglichkeit zu gewinnen, betrachten wir in Satz 4 von $1 die &,- 
Operation beim Ring R aller ganzen algebraischen Zahlen. m(0), q sollen die gleiche Bedeutung haben wie damals. 
Ferner werde a= 4,5 = R, ar = gRr(r+ 0), a, = Ru dr = Rı(r+ 0), b, = (gR,)”! gesetzt. Dann ist {ar} die 
zu a = q gehörige Minimalmenge, {br} eine zu b =# gehörige Menge. Andererseits wird arbı = Rr für alle x ein- 
schließlich 7 = 0, es gehört also {az bz} zuRt und nicht zu ab = q. 
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Aus diesem Grunde ist es ohne weiteres verständlich, daß man aus „a’R, um- 
kehrbar (bzw. v-Ideal) für alle „‘““ nicht auf „a®* umkehrbar (bzw. v-Ideal)‘“ schließen 
darf. Betrachtet man andererseits den Ring R als regulär hinsichtlich einer gegebenen 
>-Operation (kurz 2-regulär), wenn stets (aR,)-' = a-!R, wird, und definiert man für 
zulässige Mengen {a,„} die Multiplikation, Inversenbildung usw. durch {a„} {b,} = {a„b,}, 
{a„}! = f(a,)-"} usw. so erhält man ohne Schwierigkeit: 


Satz 21. /st © 2-regulär, so ist die eindeutig umkehrbare Zuordnung 


a" {a R,} ne N.(a"R,) = 


der &-Ideale und ihrer zugehörigen Minimalfolgen ein Isomorphismus hinsichtlich der vier 
Operationen -,-',+,n, und es ist ein Y-Ideal a* dann und nur dann umkehrbar bzw. 
v-Ideal, wenn a’R, für jedes u umkehrbar bzw. v-Ideal ist. 


Der 2. Teil von Satz 21 folgt in Anbetracht der Definition der umkehrbaren und 
der v-Ideale unmittelbar aus dem ersten; dabei ist zu beachten, daß nach Satz 20 alle 
umkehrbaren und alle v-Ideale &Z-Ideale sind. Im übrigen verdient für v-Ideale noch die 
fölgende Bemerkung hervorgehoben zu werden: 

Satz 22. Ist R Z-regulär und ist a,, ein v-Ideal des Ringes R 
vo-Ideal a von R mit aR, = a 

Beweis. Wegen (xa)” = aa” und (za) R,= x(aR,) darf a, = g,, als ganzes R,- 
Ideal angenommen werden. 9” = g, " R ist dann das größte ganze R-Ideal g für das 
IR,, = a,, wird. Ist {g„} die zu g‘” gehörige Minimalfolge, so ist {((g,)-") -'} wegen der 
!-Regularität von R die von ((g‘”)-)-1= (g®)’, und wegen R > (g'”)”, ((g,,)") "= 9g,, 
und der Maximaleigenschaft von g‘" wird (g”)" = g”. 

Um Kriterien für &-Regularität zu gewinnen, nennen wir R Z-endlich, wenn 
zu jedem Z-Ideal a ein endliches Unterideal («&,,..., &,) derart existiert, daß 
a” = (&,.. ., &,)” wird. Es gilt dann: 


so gibt es stets ein 


Me? 


Ho” 


Satz 23. Ein E-endlicher Ring ist stets auch &-regulär. 

Denn es wird, wie bei Satz 20 gezeigt, c-! = a-! falls  =a. Ist ferner 
C= (%, ..., &n) endlich, so wird ce 'R, = (cR,) ', wie man sofort durch Verallgemeine- 
rung des Beweises von Satz 3, $ 1, erkennt. (Man hat dabei im wesentlichen nur „ein 
ce S,“ anstelle von „ein e & m“ zu setzen.) Wir haben nun: (aR,)-!>a-'R,; anderer- 
seits (AR,)T<(eR,) = ce! R, = a! R,, also (aR,) "= a R,. 

Ein hinreichendes Kriterium für die F-Endlichkeit eines Ringes liefert: 

Satz 24. Ist jeder R, ein Noetherscher Ring und ist außerdem jedes a + 0 nur .in 
endlich vielen R, Nichteinheit, so ist R L-endlich. 

Unter unserer Voraussetzung gilt nämlich offenbar im Bereich der ganzen %-Ideale 
die Maximalbedingung. Daraus folgt zunächst, daß zu jedem ganzen 2-Ideal g ein end- 
liches Ideal (a,,...,a,) mit (a1,.. .,4,)” = 9° existiert. Aus (xa)” = xa* ergibt sich 
dann weiter die volle &-Endlichkeit von R. 

Kritisch ist zu Satz 24 zu bemerken: Da jeder ganz abgeschlossene Noethersche 
Ring eine endliche diskrete Hauptordnung darstellt, und da der Durchschnitt von beliebig 
vielen endlichen diskreten Hauptordnungen selbst eine solche ist, falls nur jedes a # 0 
aus R in fast allen RA, Einheit ist, gilt offenbar: 


Satz 25. Alle ganz abgeschlossenen, den Bedingungen von Satz 23 genügenden Ringe 
sind endliche diskrete Hauptordnungen. 

Interessiert man sich also nur für r-Ideale in ganz abgeschlossenen Ringen, so ist 
Satz 24 bedeutungslos, da ja für die v-Ideale der endlichen diskreten Hauptordnungen 
der abschließende Satz von der eindeutigen Zerlegbarkeit in v-Primidealfaktoren gilt. 
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Um eine Anwendung von Satz 24 zu geben, nehmen wir speziell an, es seien mit M 
die minimalen Primideale von R durchnumeriert. $% sei das System aller nicht zu dem 
minimalen Primideal p% gehörigen R-Elemente, so daß der zugehörige Quotientenring 
N ein primärer Integritätsbereich wird, dessen ganze Ideale umkehrbar eindeutig den 
zu p% gehörigen Primäridealen aus R entsprechen. 


Satz 26. Es wird dann und nur dann N,R% = NR, die Menge 2* aller S% definiert 
also dann und nur dann eine &*-Operation, wenn jedes ganze R-Hauptideal Durchschnitt 
von Primäridealen ist, die zu minimalen Primidealen p* gehören. —— Ist diese Bedingung 
erfüllt, so gilt im Bereich der zu p% gehörigen Primideale die Maximalbedingung, und liegt 


jedes a # O nur in endlich vielen p*, so ist R sicher 2*-endlich. 


nu?» 
Beweis. Angesichts von Satz 24 muß nur die erste Hälfte von Satz 26 bewiesen 
werden. Bedeutet q,’’ die zu p* gehörige Primärkomponente von (a) oder R je nachdem 
a 


b 


(b) 


ob aep* ist oder nicht, so ist E 


5 € R, gleichwertig mit q/ <q\)’. Gibt es also für passendes 


b ein a, dasin N,q‘, aber nicht in (b) liegt, so hat man r EN, ; EeN,„R,. Ist andererseits 


a 


stets (a) = N,g,, so besagt b 


ENWR, soviel wie (a) < (b), \, ER. 


S8. 2-Ideale und A-Ideale. 


Es soll jetzt noch kurz der Zusammenhang der &-Operationen mit einer anderen 
Klasse von ’-Operationen untersucht werden, die ich früher als A-Operationen bezeichnet 
habe*?). Es sei A eine Menge von ganzen endlichen Idealen e,, die mit e, und e,, stets 
auch das Produkt e,, e,, enthält. Außerdem möge (was.nicht unbedingt notwendig, aber 
zweckmäßig ist), angenommen werden, daß in A mit e, immer auch jedes ganze endliche 
Oberideal e von e, liegt. Für ein beliebiges R-Ideal a definieren wir a? als das Ideal aller 
der &, zu denen ein e,€.4 existiert derart, daß xe, <a gilt. Man sieht dann mühelos: 

Die Zuordnung a - a” definiert dann und nur dann eine '-Operation (A-Operation), 
wenn RN. 

Es sei nun A zunächst beliebig, £’ bedeute die (eventuell leere) Menge aller der 
R-Primideale p,, die kein einziges e,€.1 enthalten. Dann gilt 


Satz 27. Besitzt in R jedes ganze Ideal nur endlich viele minimale Primoberideale®), 
so besteht A aus allen und nur den ganzen endlichen Idealen e, die in keinem einzigen p„e 2" 
enthalten sind. : 


Beweis. Es sei nämlich e eines der genannten Ideale; p ",..., p'” seien seine endlich 
vielen minimalen Primoberideale. Dann gibt es sicher zu jedem p” ein zu A gehöriges 
e, =p”. Ist etwa = as < a0 4;,), SO folgt nach einem bekannten Hauptsatz der 
Idealtheorie für jedes Einzelprodukt a,, ag, ** * @,.,, = €, ,....x,, AUS 


(di) (m) 
BR 9 | hin 


1. -- 


die Existenz eines endlichen Exponenten r derart, daß c,, ,....„€e- Es wird daher auch 


(e 


En: ” )’ <e für hinreichend großes r, und daraus folgt ee 1 nach Definition von A. 
Ist insbesondere £ leer, so enthält A unter der Voraussetzung von Satz 27 alle ganzen 


Ideale (+ 0!) aus R, und es wird dementsprechend a” = & für alle a. Wir schließen diesen 


42) In $ 10 der in 38) zitierten Arbeit bzw. in $5 der Arbeit: W. Krull, Beitr. zur Arithm. kommutativer Inte- 
gritätsbereiche. VIII., Math. Zeitschr. 48 (1943), S. 1-20. 
#) Zur Bedeutung der minimalen Primoberideale vgl. Krull [1], Nr. 3. 
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Trivialfall von der Betrachtung aus und verstehen im folgenden unter 2” stets ein nicht 
leeres System von Primidealen p,, das gleichzeitig mit p,, immer auch jedes Primunter- 
ideal von p,„, enthält, unter 5, bzw. R, das System R, — p, aller nieht zu p„ gehörigen 
Ringelemente bzw. den zugehörigen Quotientenring, unter X die Menge aller $,; .1 bedeute 
stets die Menge aller der ganzen endlichen Ideale e,, die in keinem p,€ 2’ enthalten sind, 
a“ möge den gleichen Sinn besitzen wie bisher. Gibt es in 2’ bzw. R keine unendliche 
Primoberidealkette p,<P,< ---, so sagen wir, es gelte in 2” bzw. N die Marimal- 
bedingung für Primideale. 


Satz 28. Es ist stets a" < N,(aR,). Besitzt jedes ganze R-Ideal unter seinen minimalen 
Primoberidealen höchstens endlich viele, die zu 2” gehören, und gilt außerdem in 2’ die 
Maximalbedingung für Primideale, so wird a’ = N,(aR) für jedes a. 


Beweis. a) Ist xe, <a(e,€.1), so gibt es nach Definition von A für jedes p„e2” in 
e, ein a„& Pp,„ und aus xa„ca folgt zeaR,. 


b) Sind die Voraussetzungen des zweiten Teiles von Satz 28 erfüllt, so ist zu zeigen, 
daß aus zEeN,(aR,) die Existenz eines e,€e A mit ze,<a folgt. Es sei nun zunächst «, 
irgendein R-Element, für das «c,€a. Ist c, = (c,) ein e,, so sind wir fertig. Im anderen 
Fall gibt es endlich viele in 2’ liegende minimale Primoberideale gi (= 1,...,%,) von c. 
Wegen xeN,(aR,) existiert weiter für jedes i ein c;”, derart, daß c‘” € Pan ac” ea. Ist 
das der Bedingung xc, < a genügende endliche Ideal c, = (ce, e”,...,c”) kein e, aus .1, 
so besitzt c, endlich viele, zu 2” gehörige minimale Primoberideale u. ((=1,..,n)- 
Jedes p/;) muß mindestens ein minimales Primoberideal von c, enthalten, und dieses muß 
nach Definition von A in die Reihe pr, (i —1,...,n,) gehören; aus Pi, > Wi folgt ferner 


angesichts der Art der Konstruktion von c, sofort m > pn. 


Wegen aeN,R, gibt es nun wieder n, Elemente c{' mit c\' € Pu» xc’ea, und 
man kann auf das Ideal c, = (e,, 6 ,...,00, ce’, ...,c,) genau dieselben Überlegungen 
anwenden wie früher auf c,. Die Fortsetzung des Verfahrens führt offenbar zu folgender 
Alternative: Entweder man kommt nach endlich vielen Schritten zu einem Ideal 
c‚=e,€A mit xe,<a; es gehört also «, wie bewiesen werden sollte, zu a’. Oder es 


ergibt sich die Existenz einer unendlichen Primidealmenge 
Pin, (i: 0,1,2,...;%; —=1,2,..:,n;) 


aus 2”, bei der jedes en echtes Oberideal mindestens eines p‘. En ‚ist, (=1,2,...). 
ı ; ı ’ ı 


Im zweiten Fall aber müßte, wie mühelos nach geläufigem Schema zu zeigen, in 2’ 


gegen Voraussetzung eine unendliche Primoberidealkette p, < pa< - - « vorhanden sein. 
Verknüpft man Satz 27 und 28, so erhält man sofort: 


Satz 29. Hat in R jedes Ideal nur endlich viele minimale Primoberideale und gilt 
in R außerdem die Maximalbedingung für Primideale, so ist jede A-Operation äquivalent 
mit einer X-Operation, d. h. es gibt eine &-Operation derart, daß a' = a* ist für jedes a. 


In der Tat, nach Satz 27 besteht unter der Voraussetzung von Satz 29 bei einer 
gegebenen A-Operation die Menge der e,€.1 gerade aus allen endlichen Idealen, die in 
keinem einzigen Primideal p, einer bestimmten Menge 2’ (im auch bei Satz 28 benutzten 
Sinne der Bezeichnung) enthalten sind. Setzt man ferner a* = N,(aR,), so wird nach 
Satz 28 durchweg a? = a”; es folgt dabei insbesondere R* — R aus R':— NR, so daß die 
Zuordnung a -a° = N,(aR,) wirklich eine Y-Operation im Sinne der zu Beginn des 
Paragraphen gegebenen Definition darstellt. 


32* 
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Natürlich läßt sich die Betrachtung umkehren. Ist 2” irgendeine Menge von Prim- 
idealen p,„ derart, daß R—=N,(aR,) wird, so daß man auf die Menge X aller S, eine 
2-Operation gründen kann, so erweist diese &-Operation sich als äquivalent mit der 
A-Operation, die durch die Menge aller der e, definiert wird, die in keinem einzigen 
p„e2” enthalten sind. Es fragt sich nur, ob jede &-Operation äquivalent ist mit dieser 
speziellen &-Operation, ob es also keine Einschränkung der Allgemeinheit bedeutet, wenn 
man nur solche Mengen ! betrachtet, bei denen jedes System S‘, gerade aus allen den aeR 
besteht, die nicht zu einem bestimmten Primideal p, gehören. Unter den allgemeinen Vor- 
aussetzungen von Satz 29 ist nicht ohne weiteres zu sehen, ob diese Frage immer bejaht 
werden kann“). Wohl aber erhält man auf Grund der bekannten Sätze über „zugehörige 
Primideale‘‘ und isolierte Komponentenideale ein ‚Ja‘ als Antwort, wenn man sich auf 
die Noetherschen Ringe beschränkt, für die im übrigen alle Voraussetzungen von Satz 29 
erfüllt sind. Berücksichtigt man diese Bemerkung, deren Beweis seines elementaren 
Charakters wegen hier weggelassen werden kann®), so erhält man auf Grund von Satz 29 
und der anschließenden Ausführungen über die Möglichkeit seiner Umkehrung: 


Satz 30. Bei einem Noetherschen Ring R ist jede &-Operation einer A-Operation äqui- 
valent und umgekehrt. 


Damit ist wenigstens im einfachsten Fall ein abschließendes Resultat gewonnen. 


4) Daß man bei solchen Fragen sehr vorsichtig sein muß, wenn nicht von vornherein ein plausibler Weg zur 
Entscheidung zu sehen ist, zeigen gewisse, bis heute noch ungelöste Probleme aus der Theorie der i. K. I., die nach 
$ 5 aufs engste mit der Theorie der &-Operationen zusammenhängt. Vgl. Krull [1], Nr. 6, S. 16, sowie die Ausführungen 
von $4 der in #2) zitierten Arbeit. 

45) Die Behauptung folgt unmittelbar aus dem Zusammenhang zwischen i.K. I. und 2-Operationen, sowie 
aus den Sätzen über i. K. I., die für alle die Ringe gelten, in denen sich — wie bei den Noetherschen Ringen — jedes 
Ideal als Durchschnitt von endlich vielen Primäridealen darstellen läßt. Vgl. Krull [1], Nr. 6, S. 17. 
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